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المعادللات والتراححات 


0. کذرات الحدود 
1. العادلات والتراجحات من الدرجة الأولی 


2. العادلات والتراجحات من الدرجة الثانية 
3 جمل معادلات وجمل متراجحات 





تعتبر الواضیع الواردة في هذا الباب من أهم الواضیع ا مدروسة 
ی السنة الأول من التعلیم الثانوي ۰ إذ آنها تمكن التلمیذ من 
التحکم ني آلیات الحساب البري مثل النشر » التحلیل 
والاختزال . ور على الاستعال الدقیق والسلیم للتكافؤات 
والاستلزامات وأنها تزوده بالوسائل والادوات الرياضية التي يحتاج 
لها في الدروس القبلة » إذ ها تطبیقات كثيرة ومفيدة مثلا في دراسة 
الدوال وي دراسة إشارة الشتقات . 


1 - کثرات الحدود لمتغير حقیق : 
1 - وحیدات ا حد لتغبر حقيق 
التعریف 
إذا كان ) عدداً حقيقياً وكان م عدداً طبيعياً فإن : الدالة التى ترفق 
بكل عدد حقيتي س العدذ الحقيتي اس< تسمى دالة وحيد الحدّ . 
ه العدد الحقيتي !س یدعی وحيد الح للمتغير الحقیتی س . 
ه العدد الحقيي ! يسمى معامل وحيد الحدّ اس 

إذا كاخ 071 فان العدد. الطبيعى ج يسمى درجة وحيد اد اس٥‏ 
إذا کان 0-1 فان وحید ال حد اس٥‏ يسمى وحيد اد المعدوم . 
نلاحظ أن درجة وحيد الحد العدوم غير معينة . 













وحيدات الحد الى ها نفس الدرجة تسمى وحيدات اد المتشاءبة . 
ه أمثلة : ۱ 

1) -2 س* هو وحيد حد درجته 3 ومعامله (-2) 

2( 1 - با2 ) س* ہو وحيد حد درجته 4 ومعامله اس2 ( 
3 كل عدد حقيق ثابت ! هو وحید حدّ درجته 0 ومعامله ۱ . 


1 
4 - و2 باس ليسا وحيدي حد لأنه لا مکن کتابتہما على الشکل 







1 2 کنبرات ا دود لتغير حقیق 
کے مو 


0 


مثال : 

ك (س )ع-- 4 س + 5 س + س3 -3 س2 +2 س-س* - 8 
A2‏ 

ك رس ) هو کثیر حدود للمتغير ا حقینی س . 

باستعال قواعد الحساب في © عکن كتابته کا يلي : 

ليق )تك 5 ين = 7 س 6اوس 4 

وهذه الكتابة تسمى الشكل البسط والمرتب لكثير الحدود. لك ( س ) 
ه الدالة كثير احدود . 

الدالة تا الي ترفق بكل عدد حقیتی س كثير الحادود تا س ) تسمى دالة 
كثير الحدود . 

کشر ا حدود العدوم هو کثیر حدود تا رس ) حفق ما يلي 3 

. الكتابة العامة لکثیر حدود مبسط غير معدوم‎ ٠ 

يمكن كتابة أي كثير حدود تا رس ) مبسط ومرتب وغير معدوم على 


ٹا(س)=ا س۶٣‏ س2 +.....+ا,س+ ام حیث 0# 


» العدد الطبيعي ‏ يسمى درجة كثير الحدود تا رس ) . 


5 ۳ : م1 5 
© وحيدات |الحد 5 س2 ؛ ا و 4 n‏ ا 1 دسم 
حدود کثر اطدود تا رس ) . 
٭ الأعداد الحقيقية ار ١‏ ! .4 ..... 14 + ا تسمی معاملات كثير 


اخدود ن 


أمثلة ۰ 
1 کل کثیر حدود من الدرجة الأول یکتب على الشکل العام : 
اس ی حيث 07 
2 کل كثير حدود من الدرجة الثانية یکتب على الشکل العام : 
!س +بس+ح حيث 071 
3) کل كثير حدود من الدرجة الثالثة یکتب على الشکل العام : 
س + بس + حوس +و حيث 0# 
درجتا مجموع وجداء كنيري حدود 
نڏ کر فما يلي نتيجتين تتعلقان بدرجتی مجموع وجداء كثيري حدود . 
» إن درجة ججموع كثيري حدود هي أصغر من أو تساوي درجة كثير 
اتوہ الذي له أكبر درجة 
منلاً : إذا كان 
1) تا( س )= س -س و ها( س )=- س +2 س +1 
فان تا رس )+ ها رس ) = س + 1 
نلاحظني هذا الثال أن درجة(قا رس ) + ها ( س ) تساوي 1 وهي 
أصغر من درجتي تا (س ) و ها (س). 
2 ك( س )= س°-2 و ھا( س )=- س +2 س +1 
فان ك رس ) + ها رس ) عدا سة - س2 +2 س - 1 
نلاحظ في هذا الثال أن درجة لك ( س ) + ها رس ) تساوي درجة 
ك رس ) الذي له ا کی درجة . 
٭ إن درجة جداء كثيري حدود تساوي حموع درجتیہم| 
مثلاً : إذا كان 
تا( س ) <س*-س و ها رس )-- س +2 س - 1 
فان تا رس ) × ھا( س )-- س” +2 س*-2 س” + س 
6 


نلاحظ أن سر کے مجموع درجي 
تا رس ) و ها رس ) 

1 کثر الحدود العدوم 

لقد رأينا أن كثير الحدود المعدوم هو كثير الحدود تا( س ) بحيث : 
۷س دج تارس)-0 

نقبل النتيجة التالية : 

یکون کثبر حدود مبسط كثير احدود العدوم ادا وفقط إذا کانت کل 
معاملاته معدومة . 


اي بعبارة اخری : 
و 





اس :اس و سا س0 کا سا =.... 5 
تطبیق کل مت اس زار سی ای سا 
داخلیة 
مثلا : إذا کانت ع عملية داعلية یق ۶جٹ 
س #اع = وس +2) (ع+2)-2 
فان العنصر الحيادي 2 (إن وجد ) معرف کا بلي : 
لاس دح : س * هس (لأن * عملية تبديلية ) 





و وڈ نوكين ۱ 
DO Eg. | -‏ | 


القضية (1) تعي أن كثير الحدود (2+ 1 ) س + (2 8+ 2 ) هو كثير 
الحدود العدوم ۱ 
E‏ 





إذن : 


۱ لاس دخ : +2١‏ 1)س + (2 م +2 ) =0 
أ 


م+1- 0-2020 ) 


اي : ھ سے - ]1 

إذن العنصر الحيادي للعملية ٭ هو (-1) . 
1 - تساوي كذري حدود 

التعریف 1 
یتساوی کثیرا ا حدود تا رس ) و ها رس ) إذا وفقط إذا تحقق ما 
يلي : 


7 







۷س 3غ : تا ( س ) < ها رس ) 


نقبل النظرية التالية : 
يتساوى كثيرا حدود مبسطان إذا وفقط إذا كانت لما نفس الدرجة وکانت 
معاملات وحيدات اد المتشاءبة فپا متساوية 


تا (س) <-(1+1) سی کین و +ح 


یتساوی كثيرا حدود تا (س ) و ها رس ) إذا وفقط إذا كان : 


1+ 1 < ۱2 1 
و ۲ 
ےت أي ب-1 
و و 
<= 2 ب < =-2 


2 - کثبرات ا حدود لتغبرین حقيقيين : 
2 2 وحيدات الحدّ لمتغيرين حقبقیین 
التعريف 
ج » 2 عددان طبيعيان ؛ أ عدد حقيق . 

الدالة الي ترفق بكل ثنائية رس »ع ) من ج ×ح العدد الحقيقي 
أس2 عه تسمى دالة وحيد اد للمتغيرين ا حقیقیین س اع 
ه العدد الحقيتي اس۵ع* يسمى وحیل حدّ للمتغيرين الحقيقيين س ۰ ع. 
« العدد الحقيتي ! هو معامل وحيد الحد س2ع . 

« إذا كان 071 فان : 

- العدد الطبيعى 2 هو درجة وحيد الحد أس2 ع2 بالنسبة إلى المتغير س . 
تا العدد الا هو درجة وسید اد اس 92 بالنسبة إلى التغیر ع . 
- درجة وحيد الحد 1 س عه بالنسبة إلى المتغيرين س.ع هو ( م + 8 ) . 






۰ إذا كان 1 < 0 فإن وحيد ا حد أ س2 ع يسمى وحيد الحد العدوم و 
منال : 

2 س ع2 ( - س” ع )۶ هو وحيد حد للمتغيرين ا حقیقیین س ۰ ع وعکن 
کتابته کا بل : 

2 س ع*(-س*ع)*-<2 س (س*)ع* 

< 2 س؟ ع* 

إن 2 س ع“ هو وحيد الح البسط لوحيد الحد 

2 سع3(-سةع )2 . : 

معامله هو 2 ؛ درجته بالنسبة إلى المتغير س هی 5 ؛ 

درجته بالنسبة إلى المتغير ع هي 4 . 

درجته بالنسبة إلى المتغيرين س »ع هي 9 . 


ے 9ات 


2 - کنبرات حدود لمتغیرین حقيقيين : 





0 
آمل ۰ 
۰ 


1)س2-(20+1 ) س ع هو كثير حدود للمتغیرین س ۰ ع درجته 
2 بالنسبة إلى المتغير س و 3 بالنسبة إلى المتغيرع و 4 بالنسبة إلى المتغيرين 
ی ۱ 
1 
فيخم -(2۷+1 س لیس کر حدود.. 
سن ظ 
1 2 3 2 2 3 ۱ 
- 3( بے ان ۱ 2 س ع - س ”ع هو كثير 
حدود للمتغيرين س ۰ ع 7 ۱ 
درجته 3 باللسبة إلى المتغير س و 4 باللسبة إلى المتغيرع و 5 بالنسبة إلى 
التغیرین س »ع . ۱ 
نلاحظ أن كل حد من تا( س ۰ع) له نفس الدرجة بالنسبة إلى 
التغیرین س ٠ع‏ . ۱ 
بدعی ۰ في هذه الحالة ۰ تا رس .ع ) كثير حدود متجانش من 
الدرجة 5 . ۱ 
Eg ETE (4‏ هو كثير حدود غیر متجانس . 
3 - نحليل کثبر حدود : ۱ 
ان تحلیل کثبر حدود هو کتابته عل شك جداء کثرات حدود .. 
ند کر فما يلي بعض القواعد الي تسمح بتحلیل .کثیر حدود . 


ے۱ 10ے 


3 - التحلیل بواسطة عامل مشترك 
يمكن كتابة حموع جداءات لا عامل مشترك على شکل جداء حسب 
القاعدة التالية : 
اس +اع +اص =( س +ع + ص ) 
أمثلة : 
1) 5 س ع 2 س٥ع‏ ع<س*ع(5ع 2 س) 
س ع ین یر 
> رع ) 
دک ی ہر الم CEE‏ 
aS‏ کم ری ۲ 
کڑس میک 
3 - التحلیل باستعال التطابقات الشهيرة ۱ 
نذکر فیا بلي بعض التطابقات الشهيرة الدروسة خلال السنوات 
السابقَة . 
( وت )2 )4 2 اب + ب 
(1-< ي )2-2-2 اب + ی 
وا نج هسب" 
( + ب )3-3 +3 ۶ب +3 اب + س 
(1- ب )3 - |۹ - 3 ۹ ب + 3 1ی - ی 
7+ ب3 = ( 1+ ب ) ( ۹ - اب + ب ) 





- بے (ا۔- ب) (ا + اب +ب٦٥)‏ 


آمثلة : توح الأمثلة التالية فكرة استعال المتطابقات الشهيرة في تحلیل 
كثيرات الحدود . 
1) تا ( س ) = (4 س -3)؟-(1س-۔-1)) 


ج211 


تا رس ) <(4س - 7+3 س -4()1س -7-3س +1) 
<(11 س -4)(-3س <2) 
= - ( 11 س -3()4 س +2) 
2 تا ( س )ع س* +2 سة + 1 
= ( س ”+ ۶)1 
3 تا رس ) = س3 -2 س + س 
= س (س*-2 س + 1) 
جس ر12 
4 تا ( س ) =8 س° + 12 س” + 6 س + 1 
=( 2 س + 1)* 
5) تا رس )= س*- 8 
= ( س -2) ( س +2 س +4 ) 
6 نا رس ) -س* - 1 
د ری وس1857 
= ( س -1) ( س +1) (س*:1) 


4 جذور کثر حدود : 
4 1 التعریف 


يكون العدد ا حقیتی به جذراً لکثیر حدود تا ( س ) إذا وفقط إذا كان 
تارہ) -0 


مثلا : ۱ 

ه العددان 2 و (-2) هما جذران لكثير ا حدود تا (س ) = س2 - 4 
لأن تا (2) =0 و تا(-0=)2 

مه الاعداد ( =1 2 ۰0 1 لسك جذورا لكين دود 
تا(س) -س4-۶ لأن : تا(-0#)1 و تا(0 0# و 
تا(1 0۶ 





نے ۳۵ 


4 النظریة 
إذا كان » جذرا لكثير حدود تا رس )۰ فإنه يوجد كثير حدود 
ك رس ) محقق ما يلي : ۱ ۱ 

تا رس ) = (س - ).۰ (س) 






ملاحظة : 


إذا كانت درجة كثير الحدود تا (س ) هي م فان درجة کثبر ا حدود 
ك رس ) هي (و-1). 
مثال : تا اس )= سة - 5 سخ + 5 س - 1 
نلاحظ أن تا (1 ) - 0 . إذن العدد 1 هو جذر لكثير الحدود تا ( س ) . 
حسب النظرية السابقة ۰ بوجد کثیر حدود من الدرجة الثانية 
(اس۶+ب س + ح) بحیث یکون : 
تا رس )>(س -1) (اس۶+ب س + <) 
أي تا( س ) <اس+(ب -۱) س2+(<- ب ) س - < 
وبتطبيق نظرية تساوي كثيري حدود نستنتج أن : 
1-1 
بده 1-1 
یوب + 5 آي ب - 4 
سوت :] سح سے 1 
0 تا رس ) =( س -1) (س*-4 س +1) 
5 الدوال الناطقة والكسور الناطقة : 
85 اال ی یت 
تا رس ) و ها رس ) کثیرا حدود . 


الدالة الى ترفق بکل عدد حقيق س العدد اقب 






تا رس ) 


ها رس ) 


060000010100 





تا رس ) 





ه العدد الحقيق سی کس ا اا 
" هارس) 
۱ . تا(س) کر ہی 
ه یکون الکسر الناطق س معرفا إذا وفقط إذا كان مقامه 
ها رس ) 
ها رس ) حتلف عن الصفر . 
أمثلة : 
س - 1 ۱ 
1) كوس)-ع- هو کسر ناطق معرف في مجموعة الاعداد 
س2 + 1 
الحقيقية لأن : لاس دج : سة + 1 0 
2 س - 3 7 : 
رر ۔ لهم هو کسر ناطق معرف ي ائحموعة © - (1) 
س 


5 - اختزال الکسور الناطقة 
توضح الأمثلة التالية كيفية اختزال الكسور الناطقة : 


م2 1 
الثال 1  :‏ ك(س)- 
۱ س مین ات ا 
تكون الدالة الناطقة لك معرفة إذا رنقط إ:. نان 
: س2 - 2 س +071 


أي رس -0#۶)1 أي س17 

إذن جموعة التعریف ف للدالة ك هي ف < 6 - (1]) 

لنختزل ك( س). لدينا : س2 -1 - روس -1)(س+1) 

س2 + 2 س:+ 1 > ( اس 1 )2 

(س-1)(س + 1) 

ومنه : و 0 
(س-1) 

لما س د ف یکون : س - 1 0# 
-14- 





عکن»عندئذ » قسمة حداي الکسر ك ( في عل (س -1) 
۱ س + 1 
فنحصل على : رس ) - 1 
سس 
س+ 1 





إذن ۷ س د ف : ك رس ) = وو 





1-3 
الثال 2 : ل 
فک 
تکون الدالة الناطقة ل معرفة إذا وفقط إذا كان : 
س2 -1 0 
أي (س-1)(س+0#)1 أي س 1# وس *#-1 
إذن محموعة التعريف ف للدالة ل هی ف << - (- 1 »+ 1) 
لنختزل ل (س ) . 
لدینا : س*- 1=( س -1)«س*+س + 1) 
س*- 1 = ( س - 1)( س + 1) 
(س -1) ( س + س +1) 
Eg)‏ 
فك >> لدد » قسمة حدي الکسر ل( من عل (س -1) 


س* + س + 1 
فنحصل على : ٩‏ «س)< سس 


ومنه : ل ( س ) = 


س + 1 


س2 + س + 1 
إذن ۷ س دف : د(س) < سس 


ا 
ملاحظة : لتكن الدالة الناطقة .ها العرفة كا بلي : 
ا 
ا كت كته و الات انااد لو ها عرسا راهان 
سس +1 


توا 


مثال 3 + 
سن* + 1 





تا(س ) = 
س + 1 


تکون الدالة الناطقة تا معرفة إذ وفقط إذا كان 
س +01 أي س #- 1 

إن محموعة التعریف ف للدالة تا هي ف دج -(- 1) 
لنختزل تا رس ) . 
لدینا : س*+1<(س +1) (س* -س +1) 
( س + 1) (س*- س +1) 

س + 1 
لا س دف يكون س + 071 
يمكن » عندئذ » قسمة حدي الکسر تا( س ) على (س +1) 
فنحصل على تا( س )= س*- س +1 
ادن ۷ س دخ -(-1) : تا( س )= س3 - س +1 
ملاحظة : 
لتكن الدالة كثير الحدود ها حيث ها ( س ) = س - س + 1 
الدالتان تا و ها غير متساويتين لأن محموعتي تعریفها مختلفتان . 


ومنه : تا( س )= 


16 - 


21 العادلات والتراجحات من الدرجة الأولى 


1 عمومیات : 






1.1 - مفهوم المعادلة 
إذا كانت تا و ها دالتين محموعة ك في محموعة ل فإن حل المعادلة 
تا س ) = ها س ) فی ا حموعة ك يعني تعيين حموعة العناصر س 
من ك الى ها نفس الصورة بواسطة الدالتين تا و ها . 
هذه اضموعة تسمی مجموعة حلول المعادلة تا رس ) ها( س ) 
في ك . : 







مثال 1 : 


تا و ها دالتان للمجموعة ج في نفسها حيث : 

اراس )د دين ہچ ےر ور عادر ين )25 ب 2 
العددان 2 و (-3) حلان للمعادلة تا رس ) < ها رس ) 
لأن : تا(2) ذه دع و تا-3 عها(ر-3) 

ییا الاعداد (-۰02 2۷۰0 لست حلولا الہ المعادلة 
لأن : تا-2) #ها(-2) ؛ تا(0) #هار0) ؛ 


تا رب ها ر2۷ . 


مثال 2 : ۱ 

تا و ها دالتان للمجموعة ۲ في نفسها حيث : 

تا ( س ) <س* ؛ هارس) < س 

لبحث عن ي مموعة حلول العادلة تا (س ) ھا (س ). 


N ES 


أولا : إذا كان » عنصراً من ي فانه بحقق الساواة 
,0 سے ,0 آي 20 دن سے 0 

وبالتالي : » 01-0 - 0 

وهذا یعی أن : »0-۰ أو هد1 

رذن DEO‏ أي ي<(100) () 
ثانياً : من الواضح أن العددين 0 و 1 حلان للمعادلة المعطاة لأن 
تا( 0 ) = ها( 0) و تار1) <هار1) . 

ادن (1۰0)دي (2) 

من (1) و (2) نستنتج : ي <(1۰0) 

1 .. مفهوم المتراجحة ۱ 
إذا كانت تا و ها دالتین محموعة ك في محموعة الأعداد الحقيقية م . 
فان حل التراجحة تا( س ) < ها رس ) 







أو اس )<ھا(س)] لگ يعي تعيين مجموعة 
العناصر س من ك الي تحقق التباينة تا( س) < ها رس ) 

أو ا(س) <هارس) ) 

هذه ا حموعة تسمى مجموعة حلول التراجحة 
تارس) <هارس) | أو (س) <هاوس) ) 


مثال 1 : 
تا و ها دالتان للمجموعة © في ۲ حيث : 


تا رس ) = س” ؛ ها( س )= س . 
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اعا ولا ان اس ےھ رس )دعا رش 
لأن ا لتبابنات التالية غير محققة : 
تا(- 1) <ھا(-1) + تا١0)‏ <حا(قی ؛ تارل <هار(1). 
ہے الا ا 2 ۱ 
بنا الاعداد - , سس ج هی حلول لہٰذہ المتراجحة لان التباینات 
2 4 جين 
التالية محققة . 


)2( =( 
(ب) =( 


(= ) 


مثال 2 : 
نا و ها دالتان للمجموعة 2ق نفسها سك 
تا(س)-- س +2 ؛ هارس) <س -4 
لنبحث عن ي مجموعة حلول الترجحة تا رس ) > ها رس ) . 
أولأ : إذا كان » عنصرا من ي فانه بحقق التباينة التالية : 
سین +2 > 4ك أي 26ء وهذا يعنى أن 3 >» 
إذن د ۲ -۰ ۰ 3] ۱ 
ومنه ي‌3] ۰۳۰ 3] (1) 
ثانياً : إذا كان » عنصراً من ا حال ۲ - ء 3 ع فانه بحقق التباينة 
3 > آي 6 > 2 0 
من التباينة السابقة نستتج : 
٠2 > 44+ 0-6‏ رهن +4) ١‏ 
-19- 


أى : تن ۰-4-0624 
ا تا ر م) >ها ری 
(ذن |ذا كان ص سو آ2 حال ] -ه » 3ع فانه حل للمتزاجحة 
تا رس ) > ها ( س ) 
اي : » د ي 
ومنه ]-3۳]دي (2) 
من (1) و (2) نستنتج : ي =]-* ۰ 3 ] 
1 ۔ العادلات ا تکافثة . التراجحات المتكافئة : 
التعریف 


تکون معادلتان ( أو متراجحتان ) معرفتان على نفس ال حموعة 





متکافثتین إذا وفقط إذا كانت لما نفس محموعة ا حلول 


٭ إذاكانت ( م ) و ( م ) معادلتین ( أو متراجحتین ) متکافتتین نکتب : 
2-9 
ه مثلا : 
العادلتان س2 اس و س (س -1) =0 متکافئتان . 
إذا كانت ( م ) معادلة ( أو متراجحة ) فانه يمكن إیجاد معادلة ( أو 
متراجحة ) ( م ) مكافتة لها سهلة الحل وذلك باستعال القواعد التالية : 





الضارت تا » ها و عا ثلاث دوال معرفة علی ھی امحموعة فان : 
08 وش کو و ی ی 
+ عا( س) 


» تا ( س ) < ها رس ) < تا ( س ) + عا( س )< ها رس ) 
+ عارس) 


ن کہ ی وای رر ت یت سا یی ری لاا س م د ہر ں سی 
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بالخصوص إذا كان عا (س ) = - ۱ س) فان : 

« تارس) ها رس ) > تاوس -هارس) >0 
ف نا وس کی ور ری ها رس وت 
مثلا : 

العادلة 2 س2 + 1= س2 - 2 س +1 (م) مكافئة 
للمعادلة 2 س1+2- س2+23 س - 1 0۶ 


۶ 


إذن رم) حه س*+2 س < 0 
القاعدة 2 __ 






إذا كانت تا و ها دالتین مرن عل نفس احموعة ركان ۸ عددا 
حقیقیا غير معدوم فان : 


را اک وت 






مثلا : 
1 
للمعادلة و جع سس 
أي ( س -0-2)1 
إذن 2 س4-2 س +2 -0 ج زس -7 )0-2 
القاعدة 3 


إذا كانت تا و ها دالتين معرفتين على نفس ا جحموعة وكان ۸ عددا 
حقيقيا غير معدوم فإن : 







ه تا ( س ) <هارس ) <> ۸ تا زس )<2ها(س) إذا كان 


ی کد وا مهاسم ذا كان 


نت ال لات 


من 
7 5 کی ۳ 
المتراحےحة یا E E‏ 


ألمترا دة 2 2 4 18 بر : 3 


1 دصر اس یل المترا ححة 3 


العدد 6( 


آي : - 10 س +15 < 0 
بالقسمة على (--5) محصل على 2 س-3> 0 
إذن : 


سس 1 
3 2 


2 العادلات من الشكل اس +ب -0 

2 - العادلات من الدرجة الأولى : 

التعريف : 

نسمي معادلة من الدرجة الأولى ذات ا جھول س 

كل معادلة من الشكل اس + ب -0 حيث ! و ب عددان حيقيان 
معلومان و0721 . 


3 مب 
عا آن !0# فان : ا س + ب 2 0 ج س سب 
1 


إذن : 
كل معادلة من الدرجة الأول اس + مب -0 


تقبل » في ج ۔ حلا وحيداً مر | -=( 


اھ ای 


2 العادلات من الشکل اس + ب - 0 

لقد رأينا فا سبق أن کل معادلة من الشکل !س + مب - 0 
تقبل حلاً وحبداً إذا کان 07 . 

لندرس الان ا حالة التي یکون فيها 0-۱ . 

لا 0-1 العادلة اس + م -0 تکتب 0 س + م - 0 

آي 0 س = ب 

الطرف الأول لهذه العادلة يساوي الصفر مها يكن العدد الحقيق س . 
آما الطرف الثاني (-ب) فهو معطی : 

ه إذا كان ب =0 فان کل عدد حقيق س محقق الساواة 

٭ إذا كان ب 0 فانه لا يوجد أي عدد حقيق س محقق الساواة 


0 س = - ب 
وبالتالي العادلة 0 س --ب لیس لما حل ي 3 5 
اخلاصة : 


نكن ع ی دو القاذلة ای می 012 


ص 
٭ إذا كان 0۶۲ فان يع ) 
۰ 


ه إذا كان 0-۲ و م -0 فان 
« إذا كان 0-1 و ب 0# فان 





مثال 1 : 


: .اس 1 
نعتر » یق ج ء المعادلة ل + 3 -2 س + (1) 
١‏ 3 2 


لطس 


لدينا : 
7 1 
كش به 3 -2 س + ج2 س + 18 - 12 س + 3 
3 2 
ج 10-15 س 
3 
ے من - مسج 
2 5 
إذن المعادلة (1) تقبل » في ء حلا وحيدا هو 
2 


7 3 
ومجموعة حلوفا هي ا 


مثال 2 : نعتبر» في ج ء المعادلة : 
33 س +4)-2س <5 رس -1) +2 «س +1 (60 
لدینا : (2) جه 9س +12 -2 س<5س -2+5 سس +2 
ہے 7س +12 >7 س-3 
جه 0س --15 
المعادلة (2) ليس ها حل 
و حموعة حلوفا هي ۵ . 
مثال 3 : نعتبر » في ج ۰ المعادلة : 
SE BL‏ )3( 
3 6 3 
لدینا : (3) جه 2(2 س -5) =4 س -8-2 
جه 4 س -10 =4 س -10 








إذن کل عدد حقیق هو حل للمعادلة (3) 
و محموعة حلوفا هي ] . 
_ 24 کے 


3 - التراجحات من الشکل اس + ب <0 
3 - التراجحات من الدرجة الأولى : 
التعریف : نسمی متراجحة من الدرجة الأولى ذات ا جھول س کل 
رابنا اس ا ات 
(أو !س +ب <0 أو اس +ب >0 أو اس +ب >0) 
حيث ! و م عددان حقیقیان معلومان و 071 
حل التراجحة من الدرجة الأولى !س + ب <0 
ا : اس + م <0 جه !س < دبا (1) / 
عا أن 071 فانه عکن ضرب طرفی ال تراجحة (1) في العدد -- 


۲ ۱ ۱ 
فنحصل على 5 

مب 2 

سج -- س إذا كان ! موجبا . 
1 

2 ب 
أو س>- ب إذا كان ؟ سالبا . 

1 
إذن : 


ه إذا كان !> 0 فان محموعة حلول التراجحة ا١س‏ +ب <0 
را ۳ 

ه إذا کان !<0 فإن محموعة حلول المتراجحة اس + ب < 0 
e‏ 


مثال 1 : نعتبر » في ج ۰ المتراجحة 
4 س + 7 > 5 س +2 - ( 3 س +5 ) (1) 


س29 


لدينا : 
ج 2 س > - 10 
إذن 'مجموعة حلول المتراجحة (1) هی ا حال 5-1 1+۰ 
مثال 2 : نعتبر » في ج > المتراجحة : 
؛ ارك ون 1 ۰ کال 2 س + 5 
E‏ ویک کات ر2 
3 6 2 
لدینا : (2) > 2 (2 س - 1 )-(س +1 ) <2(3 س + 5 ) 





جه 4 س -2 -س -1 < 6 س +15 
مه -3س <18 
إذن محموعة حلول ا تراجحة (2) هي ا جال ] - 6 1۳۲۰ 
3 - التراجحات من الشکل اس + ب < 0 
لقد تعرّفنا فیا سبق على حلول التراجحة اس + م <0 لا 071 . 
لندرس الآن ا الة التى یکون فہا 0-1 . 
في هذه ا الة المتراجحة اس + م <0 تکتب : 
الطرف الأول هذه التراجحة يساوي الصفر مها يكن العدد ا حقیتی س . 
آما الطرف الثاني (-ب) فهو معطی : 
هذا کان ب > 0 فانه لا یوجد أي عدد حفن س علق التباينة 


0س < ب و بالتالي 


التراجحة 0 س < -ب ليس لحا أي حل في ۲ . 

٠‏ إذاکان ب < 0 فان کل عدد حقيق س مقق المتباينة 0 س < - م فهو 
ادا ار لت ارت ی 

اخلاصة : 


لتکن » في ج . التراجحة اس + ب < 0 
ولتکن ي مجموعة حلوفا . 


إذا کان ۲ > 0 













إذا کان 1< 0 





إذا كان 0-1 و 
إذا كان 0-1 وم 






حل » ي ا المعادلة ذات ا جھول س 


س32 5 





(1) 





س -2 (3-س)(س -2) 


تكون العادلة (1) معرفة إذا وفقط إذا كان : 

س -2 07 و (3-س) رس -2) 7 0 

أي س 27 و س # 3 

و بالتالي تكون محموعة التعریف ف ذه المعادلة هی 
تدع - 2 3) ۱ 


بد بت 


مها یکن س وف لدينا : 
+ 3 5 
د ت __ ےرس ي 
س-2 (3--س)(س-2) 
جات كن اسهد اوت 
(3-۔س)(س-2) 
كح رس 00300 حش )5 <0 
جه س*-4 =0 
جه راس +2۸)(س -2) - 0 
جه س =-2 أو س -2 
ج س < - 2 ١‏ لأن 2 )2 
إدن : 
حموعة الحلول للمعادلة (1) هي ي -(-2) 


0= 


التمرین الاي : 
حل ۰ في 2 ء العادلة ذات امحهول س 


3س +۱2 |س + 1|-4 2 





لنضع ك رس ) <3|س +2 |- اس + 1 | 
كوس ) بدون استعال رمز القيمة المظلقة 


ا (ذا کان س > - 2 


۱ اا کا إذا كان س>-1 
۱ 
۱ 


ا -1 إذا کان 
0 


س < - 1 


دول لان بت کال لاو ) حسب قم س . 





۰ 2 امحال ]2-6-1 ] لدينا : 


0 9 9 
لس | -- ) هو حل للمعادلة (2) لان | 62 
2 2 
ينتمي إلى اجال ]۰-۲ - 2 ] 
ه في ا جحال 2-1 ۰ -1] لدینا : 
(2) جه 4 س + 4-7 
3 


جڪ سن و ج 


4 
3 3 
امد | 2 ) ليس حلا ده رھ لأن | -( 
4 4 
لا ينتمي إلى ا جال ۰2-7 - 1 ] 


ه في ا حال 1-1 > +[ لديا : 
)2( مه 2 س + 5 - 4 


ت29 رت 


1 
دہ | -- ) حل للمعادلة )2( ۳ 0 سی ال 
2 2 پا ع 
الخال 1-3 » +1 
9 1 
٭ إذن مجموعة حلول العادلة (2) هی : ۱ کے ےس اہ ہت ۱ 
: 2 


التمرين الغالث 1 
حل » ي ج . العادلة ط (ط س - 3 )حدس + 3 (3) 
حيث س هو ا جھول و ط عدد حقیتی معلوم نسميه وسیطا . 











لدينا : (3) جه‌ط۶س - 3 ط ع س + 3 
جه طس -س 3 ط +3 
جه(ط1-2)س >3 (ط +1) (3ٴ) 
اا:اقشة : 
ه إذا كان ط۶ - 0-1 أي ط >1 أو ط --1 فإن العادلة (3) 
ليست من الدرجة الأولى : 
- إذا كان ط = 1 فان (3) تکتب 0س -6 
و حموعة حلوفا هي م 
- اذا كان ط =- 1 فان (3) تکتب 0 س - 0 
و حموعة حلوضا هي ] 
ه إذا كان ط2 -1 04 أي ط 17 و ط #- 1 
فإن العادلة (3) من الدرجة الاول وما حل وحید هو : 
3ه +1) , 3 
اي 


ط2 - 1 ط - 1 


ہے 0ا3ت 





لتکن ي و ي حموعتي حلول ا تراجحتین (أ) و (ب) على الترتیب . 
حموعة حلول ا حملة (ج) هي احموعة ي ١اي,‏ . 
ہ لنعين احموعة ي, 

1 


2 


ص ید 


ومنه يي = ۱ سے ئ لدوم 
7 


٠‏ لنعين احموعة ير 
لدینا : مام سی 


3 
ج 8< س 
2 


16 
جيم سا < س 
3 
-31- 







حل ۰ ي ج > المتراجحة : 
(2عط ) س <3رط +1 مصم) 


٭ إذا کان 2 - ط =0 أي ط =2 فان التراجحة (م) 
تکتب 0 س <9 ومموعة حلوفا هي ا جحموعة ج 

٭ ذا كان 2-ط > أي ط <2 فان : 

3(ط +1) 

سپ وو سط 
2 - ط 


(2 -ط ) سی <3 (رط +1) حك س 


7 حلول احال | ا 
حموعة 4 : جیہ وو چو د 
حت نی 7 
« إذا كان 2 -ط <0 أي ط>2 فان : 
3 +1) 
(2 -ط) س <3 (ط +1) جه س دس 

2 ط 
, 3 +1) ۰ 
ومحموعة حلول (م) هي ہیں: اء | 


رھ وت 


۱ 22 ۱ ۱ العادللات والتراجحات من الدرجة الثانية | 


1 - العادلات من الدرجة الثانية 
1 - التعریف 
نسمي معادلة من الدرجة الثانية' ذات ا جھول ا حقیتی س 





حیث اتور وه آعداد حقيقية معلومة و 071 


1 - حل معادلات بسيطة من الدرجة الثانية 
1 حل العادلة : 3 س2 + 5 س =0 في امموعة ج 
لدینا : 3 س +5 س =0 ج س ( 3 س + 5 )=0 


3 


د 6 هیا حلاً العادلة 3س + 5.ش ع 0 


2 حل » ي ج ۰ المعادلة : (س -2)*< 9 
لدينا : (س-2)2 -9 = رس 9-2 9 
ج رس -3-2)(س -3+2) -0 
ج (س - 5 ) رس + 1) =0 
جه س =5 أو س =- 1 
إذن : 
5 و (-1) ها حلا المعادلة دس -۶)2<- 9 
3 حل » في ج ۰ العادلة : س2 + 6 س - 0-7 
لدینا : س + 6 س = س + 3.2 س +(1)3(۹)3 
روس +3 )9-۶ 


E سر‎ 


ومنه : س6+۶ س -7<(س +7-9-2)3 
ترس + 2)3 - 16 
= رس +3 )سس + 4+3) 


حرس ج1) ( س7۳ 


إذن : س +6 س - 7 =0 ج رس -1) (س +7 )=0 
4 حل » في ج ء المعادلة س2 - س +0=1 


۱ 1 ۶ 
سس کس =2 × س +( ۳ 
2 


۱ لاد دل 
5 و ےت 
2 4 
221 1 
ای ی ۱۰ حصنت 
2 4 
1 2 3 
س ل كنت 
2 4 
۱ 1 “2 
2 
3 
وبالتاي : ۷س د جح + <0 
4 


إذن العادلة س2 - س + 0-1 لا تقبل أي حل . 


534:3 


5 حل » في ۰۲ ال عادلة 2 س2 - 5 س+0=3 (1) 


3 5 
2 2 


3 
إذن : س و 1 ها حلا المعادلة 2 س2 - 5 س + 3 -0 
2 


1 - الشکل اللوذجی لكثير الحدود من الدرجة الثانية 
عا أن 071 فان : 


م = 
1 1 


وہ 








ا س +| لاي الذي 
12 24 3 


1 .. حل معادلة من الدرجة الثانية 
لیکن العادلة من الدرجة الثانية أ س + ب س +<ح=0 (1) 
لدينا 
1 ۱ ہے .2 ب2- 84ے ! 
رص مها | ۱ و ت | -0 
2 4 2۱ 
( باستعال الشكل الفوذجي ) 


نت 27 2ت4 اس 1 
5 ےت ۱ سك 0 (لأن ٤ي‏ 0) 
2 24 


وی ا ا 
كو( س ایس 00 








نلاحظ أن الطرف الوك هذه العادلة مریع فهو إذا موجب . 
أما الطرف الثاني فهو کسر مقامه موجب اما وإشارته اذا هي اشارة سطه 


الذي يسمى بیز العادلة و يرمز إليه بالرمز ۸ 


۱ ۵ -ب*-4) - | 
إذن : 


لحل المعادلة (1) نیز ثلاث حالات حسب إشارة ۵ 
الحالة الأولى ۸ < 0 


ب 5 A‏ 
العادلة (2) تکتب : ۱ += ) = )3( 


۱ 








کچھ ی ۱ ع( کے ۳ 

ما ان <0 و ۷ س 3 عب ك 
4 | 3 

فإنه لا يوجد أي عدد حقيق س بحقق المعادلة (3) 

إذن : في هذه ا الة ليس للمعادلة (1) أي حل . 

الحالة الثانية ۸ = 0 


العادلة (2) تکتب : ۱ س + ده 1 =0 


4 بوب ب 
ہو سفن اسن 
12 12 


ل 
E NE‏ -خلان: بساوبان ) =( 
2 


سد | -= ) يدعى حلا مضاعفا لهذه المعادلة 
2 ۱ 


تم 


الحالة الثالنة .م > 0 


مكن کتابة ۵ عل الشکل ۱ با ( والعادلة (2) تصبح مكافئة 


TT 

(ع) -( 4) ٠-‏ 
4( سيك )( سك ) د 
گا وگ eC‏ 


- 


إذن : في هذه ا الة المعادلة المعطاة لها حلان متایزان هما 





۲ دب ۷ں - 4< - 7 دي + پاب - 4 != 

772 .»تحت تس و بر‎ ۱-٢ 
12 12 كن‎ 
الخلااصة‎ 


لتكن » في ج ء العادلة من الدرجة الثانية : 

!س + ب س + - 0 (1( 

ولیکن ۸ یزها ( ۸= بی -14<) 

٭ إذا كان 4 <0 فان المعادلة (1) لا تقبل أي حل . 


٭ إذا کان 0-۸۵ فان العادلة (1) تقبل. حلا مضاعفا ا( 
2 
.٠‏ ه إذا كان ۸۵ > 0 فان العادلة (1) تقبل لن متایزین هما : 


E> سکع‎ 


2 





ملاحظات : 
1 من الدراسة السابقة نستنتج أنه إذا كان للمعادلة من الدرجة الثانية 
س + ب س + << 0 
حلان س" » س“ فانه عکن كتابتها على الشکل: 
ارس -س')(س <س؟) -0 
2 إذا كان العددان ا حقیقیان ۰4 < من إشارتين مختلفتين فانه یکون 
<< 0 ومنه ب2 - 4 !> > 0 
وبالتالي العادلة اس۶+ م س + < - 0 تقبل حلین معایزین . 
3 إذا كان ب =2 ب'ٴ فانه عکن أن نکتب: 
ه-(2 )14-۶ أي ۸ -4[ب*-1<] 
إشارة ھ هي ٍذاً نفس إشارة العدد رب*-4<) الذي يدعى المميز 
احتصر ويرمز اليه بالرمز ۵ . 
إذا كان مب =2 ب وکان 0۸ فان عبارتی الحلين س" و س“ 
تصبحان : 
EE‏ = 
یرہ ہے وہ ہک 


۸ 


٠ أمثلة‎ - 1 





مثال 1: حل » في ۰۲ العادلة : -2س3+۶س + 5 - 0 (1) 
العادلة (1) من الشکل !س + بس + <- 0 
اعد 2 4م ہے3 ب ح- 5 
لدينا : ہر ب2 - ا سے 
۸< 23 -4(-5()2) - 49 
ما أن ۵ > 0 فلمعادلة (1) تقبل » في ج ء حلین متایزین هما : 


ے 39. 








| ب-۷ . 7-3 -10 5 
من ات اي : س < کے سا کہ 
1-2 02-2 - 4 2 
و 
دما ۸۷+۷۴ 1 ہے كدق ات 7 4 ۱ 
س” - و سوم ارت 
2 2-2 :=4 





٭ العادلة (2) من الشکل اس + م س + ح- 0 
!< + 1 + وحد وراد + >=3 
لدینا : ۵ -ب: ‏ - 4< 
و را3 06ب و ر رق 0 
عا أت 4 =0 فالمعادلة (2 ) تقبل » في ج » حلاً مضاعفاً 


هو سا س"= 
2 





المعادلة (3) من الشکل.اس* + م س + ح - 0 
امكف )يت 6 1 میت 5 
لدينا : م -دم2 -14ح 
4-6-2 0552-9 
حت 4 
عا أن ۵ < 0 فلمعادلة (3) لا تقبل حلا . 
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مثال 2 : حل » في ۰۳ العادلة : س۶- 3۷2 س + 0-3 رن 


: حل ؛ في ج ؛ المعادلة : -2 س2 + 6 س - 5 - 0 (3) 





0= E E سے‎ N المعادلة 7م‎ 


+٤) 3-1‏ ماح 26 + - 16 
لنحسب المميز احتصر ۵" 
A‏ ' = پ2 - > 


121 - )16(3-*13( = ۸ 


ھا أن ه' > 0 فإن العادلة (4) تقبل حلین ها : 


سر ها 


ب ديك ۷ 7 
أ 
- 13 - 121۷ 7 
س =“ و سن 
3 
آي : -س"- - 8 و س 


ملاحظة : لحل العادلة (4) عکن استعال المیز ۸۵ 


/ 


+ 13 - 


121 


فنجد 484-۸ والسابات تکون ا کر صعوبة 


(ط - 1 ) س + 2 (ط + 1) س +ط -0 (5) 
حیث س هو ا جھول و ط وسیط حقب 
1 ه إذا کان ط - 0-1 أي ط = 1 فان العادلة (5) 2 


تکتب 4 س +1 -0 


5 1 
فھی إذا معادلة من الدرجة الأولى وما حل وحيد هو چس ( 
:. 4 
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5 








2 إذا كان ط - 01 أي ط 17 فان العادلة (5) 
تصبح معادلة من الدرجة الثانية وهي من الشکل 
س + ماس + << 0 : 
1= ط -1 ؛ ب =2(ط +1) ؛ جح ط 
لنحسب المیز ا ختصر ۸ : 
۸=( ط +201 -ر(ط -1) (ط) 

= 3 ط + 1 


۲ 1 
- إذا كان 3 ط +1 <0 أي ط <-- فإن 
3 


العادلة (5) لا تقبل حلا . 
۱ 1 
- ذا کان 3 ط + 0-1 أي ط = -- فان 
3 
العادلة ر5) تقبل حلا مضاعفاً 
2 +1) : 1 
ل خرہ میں اي 7 
2 -1) 2 
إذا كان 3 ط + 1 >0 


آي ط د | ۰و ۱ U‏ | 1 + 0 ۱ 
3 
فان العادلة (5) تقبل سا متايزين هما : 1 
| -(ط+1)-۔3۷ط+1 
ند 20 
-(ط+1) +3۷ ط + 1 


ط - 1 


7 


س 
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2 - التراجحات من الدرجة الثانية 

2 ۔ إشارة کثیر ا حدود من الدرجة الثانية 
لیکن تا( س ) كثير حدود من الدرجة الثانية 
تا( س ) <اس*+ب س +< (ا07) 
لقد رأينا فما سبق أن : 


اس + یس +<۱ | (س باکت ) ا و ۱ 
١ 12‏ 24 5 


۱ ۶7 ۸ 
اي تا(س) = ۱ ۱ += ) 5 
12 24 


لان تلوق ات مت كار 











الحالة الأولى ۵ <0 
۱ کت A۸‏ 

ما أن : لاس 3 0 برو ديك >0 و سے > 0 
12 4 21 
من 5 ۸۵ 

فإنه لاس د ۲ س + ل 5 > 0 
12 4 2 

وبالتای تا (س) لا ينعدم وإشارته هي إشارة ۽ وهذا مها يكن العدد 

الحقيق س . 


. الحالة الثانية ۸ = 0 


2 
في هذه الحالة یکون =( سس 
2 
ص 


ينعدم تا رس ) من أجل E‏ 


43. 
N. 


واشارة تا س ) هي إشارة ! من أجل کل عدد حقيتي س يختلف عن 


e 
0 > الحالة الثالغة م‎ 
في هذه الحالة يكون‎ 
فی‎ 7702 
چو رن ا‎ 


12 12 


أي تا( س )=( س - س ) ( س -س") 
کی ےر و 


۱ / 
ہو نج و س 
- 12 12 


HM 


ینعدم تا رس) من أجل س = س' أو س = س” 

وإشارة تا( س ) هي إشارة الجداء !رس - س ) (س - س”) 
مھا يكن س يحختلف عن س و س" . 

يبين ا حدول التالي إشارة تا ( س ) (بفرض س" < س” ) 
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اخلاصة - ۱ ۱ 
لیکن تا( س ) كثير ال حدود من الدرجة الثانية : 
تا ( س ) = اس + ب س + ح 

وليكن ۵ ميزه ( ۸= م -۱4<) 
٭ إذا كان 4 < 0 فان تا ( س ) لا ينعدم وإشارته هي إشارة ‏ وهذا 


مها يكن العدد القیق س . 


۱ 2 2 سب 
٭ إذا كان 0-۸۵ فان تا رس ) يقبل جذرا مضاعفا 2 ) 
12 





وإشارته هي إشارة | وهذا مها يكن س تلف عن 
۱ 2 


ه إذا کان ھ۸ >0 فان تا رس ) يقبل جذرین متايزين 

س وس (س <س ) واشارة تا رس ) هي : 

إشارة ! إذا وفتط إذا كان س دخ -»© » س'(لا س” » + [ 
إشارة (-1) اذا وفقط إذا کان ا 7 ا 


إشارة ! 
سا = س 
۸ < 0 سو م 
اشا إشارة ! 
3 / 
سس سر 


(شارة . زشارة رل اشارة ؛ 
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2 - حل متراجحة من الدرجة الثانية 

نسنمی متراجحة من الدرجة الثانية کل متراجحة من الشکل 
اس۶+ب‌س +ج<0 ر(آواس۶+بس +<<0 

أو س + ب س + > > 0 أو س + ب س +<>0) 

تیه وی ع أعداد حقيقية و 071 

يؤول حل التراجحة من الدرجة الثانية اس۶+ب س +<<0 (1) 
إلى دراسة إشارة كثر الحدود (1ا س2 + م س +ح). 

وتعبین مجموعة قم س التي تحقق (1) 


مثال 1 : حل » في ج » المتراجحة : | 
2 س3-2س +0<1 (1) 

التراجحة (1) هي متراجحة من الدرجة الثانية . 
لی او و سوہ و وس حم 


لدہنا ‏ مع (- 23 -1()2(4)-1 
إذن كثير الحدود (2 س - 3 س + 1 ) يقبل جذرين متايزين ها : 












و ن 


1+ 34+ 1 
4 2 4 





عا أن معامل س2 موجب فان كثير الحدود (2 س2 - 3 س + 1) 


1 E 
۱ یکون سالبا اما إذا وفقط ادا کان وی‎ 
2 


۰ ۱ 1 
إدن : محموعة حلول التراجحة (1) هی ا جال : عم , 11 
۱ ۱ 2 
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مثال 2 : حل » في ج ۰ المتراجحة : 
وس و0210 ۵ 
لدینا : ۸=( -1)-4(+2) (+1)=-7 
ما ان ا وا یہک جرح ان کر فو 
(2 س*-س +1) موجب تماما مها یکن العدد الحقیتی س . 
إذن : ١‏ 


مجموعة حلول ا تراجحة 2 س* - س + 0>1 هي المجموعة ۳ 


مثال 3 : حل » في ۰۲ المتراجحة : 





-4س*+2 س + 1 >0 (3) 

المتراجحة (3) من الدرجة الثانية 

لندرس إشارة كثير ا حدود ( - 4س +2 س - 1) 

لدينا : ۵ <(۶)1-(-4) (-1)=-3 

عا أن ۵" سالب ومعامل س* سالب فان كثير الحدود 
(-4س*+2س -1) سالب عاما مها يكن العدد ا حقیقی س . 
ادن : ۱ 

حموعة حلول المتراجحة : -4س*+2س -0>1 هي المجموعة م 






مثال 4 : حل ۰ في ج > الحملة التالية : 
2س2- 3س +061 () 


کس 06وی 2 0:5 (ب) 


لتکن ي و ي, محموعتي حلول التراجحتین (أ) و (ب) على الترتیب . 
مجموعة حلول ا حملة (ج) هي اجموعة ي "كيار 
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تعيين ا حموعة ي 
لندرس اشارة كثير الحدود (2 س2 - 3 س + 1 ) 
لدینا همع-(١-‏ ق2)3ع 1()2(4)-1 
كثير الحدود ( 2 س2 - 3 س + 1 ) يقبل جذرين متايزين ہما : 
ب 1-3 1 ب 1+3 
سس توت ور محر 

4 2 4 
بما أن معامل س2 موجب فان كثير ا لحدود (2 س - 3 س + 1 ) 
یکون موجبا |ذا وفقط ذا كان 


1 
سن ی إل | وت | u‏ ۱ رت ۱ 


أي : 
1 
ي ہے .موب سس لا 1 ده 
1 2 
4 4/2 
تعيين ا حموعة ي, 


لندرس إشارة کثیر الحدود ( - س +2 س + 2 ) 
لدينا : 4= (2)1-(-1) (2) =3 
کثیر الحدود ( - س +2 س + 2 ) بقبل جذرين متّایزین هما : 
و 
1 


كاد 
.2 +راد 


729 


با أن معامل س* سالب فان كثير الحدود (- س +2 س +2) 
یکون موجباً اما ]ذا وفقط |ذا کان 
س ینتمی إلى ا جال و ٤‏ 3۷1 1. 
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ي -] 3۷-1 ۰ 3۷+1 1 


3 کرت 
تسس مہہ 


اد 4 ل الحملة ۱ ح 
71 و 4ے + 5-4 
: هد 


يقي 3۷-1۲ ,ل ونع ۰1 3+1 و 
مثال 5 : الک ارات 
)ط1 CIE 2E‏ اط ج0 ری 
حیث س هو ا جھول و ط وسيط حقيق 
ولتکن ي محموعة حلوها . ۱ 
1 إذا كان ط- 0-1 أي ط >1 فان : 
التراجحة (5) تکتب : 4 س +0<1 وهي متراجحة من الدرجة 


الأول ¥ 
1 
ومنه | ي - ا ---) 


2 إذا كان ط -07#1 أي ط17 فان التراجحة (5) 
تصبح متراجحة من الدرجة الثانية 
لنضع تا رس ) > (ط - 1 ) س2 +2 ( ط + 1 ) س+ط 
٭ إشارة مميز تا رس ) 
۸= رط +21 -ط (ط -1) 
۸ <3ط + 1 


0-۰ جه ول حدس 
3 


1 
عم > 0 جے ط > سا 
3 
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ها ار معام مد 2 


معامل ۹ هو (ط -1) بعر عزر ط 4 
ط - |[ >0 جه ط > 1 


حصل على الجدول التالي : 





1 
إذا كان ط دع)-ه, -- [ فان ۸۵ <0 و(ط-1 <0 
3 


إذن : لاس دج تا(س)<0 
ومنه يي = ڄ ۰ 


1 
إذا كان ط دع -۔ے 1[ فإن 0>۸ و (ط-1 <0 
3 


إذن : ٹا (س) یقبل جذرین مایزین س و س (س"<س") 
تا رس ) <0 ج س د] - ۰ س [ا] س "۰ +1۳ 
ومنه ي = ]م س [لا] س » + ©[ 
إذا كان ط.د] 1 +0[ فان 0>۸ و (ط -0>)1 
إذن تا( س ) بقبل جذرین متايزين س" و س" ( س« س”) 
۱ تا ( س ) <0 +> س د] س' » س [ 
ومنه ي<] س ۰س [ 
1 
إذا كان ط = -- فان 0-۸ و (ط-1) <0 


3 
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۳ ط +1 /, 1 
إذن تا ( س ) يقبل جذرا مضاعفا هو |.- أي 7 


ا 


۷س 3 - ۱ ۳ تا رس ) < 0 


1 
2ے ا 
1 
ہے کت 


BI‏ کاو کل 1 فان اس ت39 

۹ 
رابنا ان ای سے سے مب ساس 
۰ 4 


3 س مجموع وجداء حلي معادلة من الدرجة الثانية : 
3 . مجموع وجداء حلي معادلة من الدرجة الثانية : 
لیکن العادلة من الدرجة الثانية : 
س + ب س + - 0 (1) 
ولیکن ۸ میزها . ۱ 
إذا کان ۸ > 0 فان العادلة (1) تقبل حلین متّايزين أو متساویین هما : 


باه سب +۵ 


7 7 





7 لے 3 
12 12 
لدینا : 
1 7 77 بس - A‏ کو 
وق ان یی E‏ جا 
١ 2 12‏ 
/ / م4 
حجن “امن 000 


51 _ 





ہیں ت7 عو 
اھر ا ہس ہے رہہ جج 
12 12 
ہے هم 
4 
ك5 - ( ب - 14 <) 


2 4 





>4 
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اما 
3 _ حساب آحد الحلين ععرفة الآخر : 
لتکن العادلة من الدرجه الثانية : 
۱ اش اوس 2ج 9 
ولیکن ٠:4‏ خلا معاو ما مذه المعادلة ۰ 
عکن حساب ال الثاني 8 باستعال إحدى الساوانین : 
2 


مسلاا 
4 1 


لتکن العادلة 2 س2- 3 س +0=1 (1) 
نلاحظ أن العدد 1 هو حل هذه المعادلة 
إذن ا حل الثاني هو العدد 8 حيث 


3 ۔ إشارة حلى معادلة من الدرجة الثانية 
تی تفن ارد مل فاطلا الو نان تون ایا سل 
وذلك بدراسة إشارة جدائها و إشارة محموعها . 
بالفعل : 
ه تکون لعددین إشارتان ختلفتان إذا وفقط إذا كان جداؤهما سالباً تماماً . 
ه تكون لعددين نفس الاشارة إذا وفقط إذا كان جداؤهما موجباً تماماً 
وتكون عندئذ إشارتہم| هي إشارة مجموعها . 
ينتج من ذلك ما يل : 
إذا كانت اس۶+ ب س + <>=0 (1) معادلة من الدرجة الثانية 
وکان ۸ مميزها فان : 
3 للمعادلة (1) حلان / 
م — <0 جم ۱ 
إشارتاهما مختلفتان 







جما 
1 







0 ) للمعادلة (1) حلان ( 







للمعادلة (1) حلان 


أمثلة : 
1) العادلة 3 س2 + 5 س - 1 =0 هي معادلة من الشکل : 


3+1 پ ی +5 ؛ جح[ 
سج - 1 1 
+ 3 3 
ما أن س < 0 فان هذه العادلة تقبل حلين إشارتاهما مختلفتان . 
1 
2 المعادلة 2 س*- 5 س + 3 =0 هي معادلة من الشکل 
أسة + ب س + << 0 
اے +2 4 مب =-5 پ جح د 3 


لدینا : 

3 > 

سے = ا 

2 1 

۵=(-4-2)5 (2) (3 )=1 
.,. نچ 5 

ل ہہ سے بت u‏ کا 
2 2 


£ ہے 
بان | ش0ر 20> 0 ) فان هذه المعادلة تقبل 
حلین موجبین ناما 
3 العادلة س2 + 10 س + 21 - 0 هي معادلة من الشکل 
!س + م س + << 0 
1-1 ء ب‌<10 ء جح 21 
لدینا : 


5 


- 21 
= 21-25 - 4 
0ا10 


D۲ حا‎ 


اه 
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1 سے ۳ ۲ 7 مب 

عا آن > 0و ۸۵ ار 0 فإن هذه المعادلة تقبل 
عل ا تماما 

3 تمرين لول 

001 مب قم الوسیط الحقيق ط > وجود و إشارة حلول 


المعادلة : 
رط +2) س<-رط +4 س + 2-ط =0 (1) 
-2 فان العادلة (1) تکتب : 






ه إذا كان ط + 0-2 أي ط 
-2 س +4 -0 وتقبل حلا واحدا موجبا هو 2 . 
« إذا كان ط + 0+2 أي ط غو- 2 فان المعادلة (1) 


اط +2 .»ب - (ط+4) .ع 2-٠‏ -ط 





إشارة ع هی إشارة الحداء ( 2 - ط ) ( ط + 2 ) الذي هو کثیر حدود 


من الدرجة الثانية جذراه (-2) و (+2) 


ومعامل ط* فيه هو (-1) . 
هدرط + 4-2)4(ط+2()2-ط) 


3 


< 5 ط2 + 8 ط 
8 
۵ هوكثير حدود من الدرجة الثانية جتراہ إ 2 ) و 0 ومعامل 


ط۶ فيه هو (+5) 
با ط +4 


4 ط +2 
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اشارة | 6 هی إشارة الحداء ( ط + 4 ) (ط + 2) الذي 
١ 1‏ 1 


هو كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه ( - 4 ) و (-2 ) ومعامل ط2 
فيه هو (+1) 
1 بین ا حدول التالي إشارة كل من سو A۸‏ ج وه ول - والنتائج الممكنة 


-2 حل واحد موجب يساوي 2 
بوجد حللان موجبان 
8 
حل مضاعف موجب يساوي 3| . 
لا توجد حلول ۱ 
0 حل مضاعف موجب يساوي 1 
۱ بوجد حلان موجبان 
2 حلان أحدهما معدوم والآخر 
3 1 
موجب وهو -- 
2 
پوجحد حلان موجبان 





ل 00 


56 بت 





1 - عمومیات : 
1 - الدوال العددية لمتغيرين حقیقین : 
تسمی كل دالة للمجموعة ج اح بي احموعة ج دالة عددية لتغیرین 
أمثلة : 
1 الدالة تا للمجموعة ۲ »اح في ا حموعة © العرفة كا بلي : 
0 رک اصع ات 
هي دالة عددية للمتغیرین ا حقیقیین س »ع . 
حموعة تعریفها هي ڄ ×ح ۱ 
لدینا مثلا : تاڑ(اے0)-ح1-1+0+1-0+1 
تا (120)-3-1+1+0-1+0 


2 الدالة ها للمجموعة ج كا ني احموعة ج العرفة كا بل : 
ها رس »ع )>3 س -2 ع +5 ۱ 
هي دالة عددية للمتغیرین الحقيقيين س »ع . 
بحموعة تعريفها هي ]1 . 
لدینا مثلا : ها(1 2) <3 22-1 + 5 < 4 

ها 1 › 4) < 2-13 5+4 <0 


3 الدالة لا للمجموعة ۲ »اح في احموعة ج العرفة كا يلي : 


لا «س ۰ ع) - گا بغ +1 


سس 
هي دالة عددية للمتغبرین ا حقیقین س ۰ ع . 
ت7 ہے 


جموعة مر مھا هی جح 


لا ۰1 1) 1+ 1+ 1 < 3 

1 العادلات ذات مهولن حقيقيين : 
نسمي معادلة ذات ا جھولین ا حقیقیین س » ع کل معادلة من الشکل 
تارس ۰ع)<0 حيث تا هي دالة عددية للمتغیرین ا حقیقیین 
س م ۰ 
إذا كان تا رس ۰ع) كثير حدود من الدرجة الأولى نسمي العادلة 
تا دس »ع ) =0 معادلة من الدرجة الأولى ذات ا جھولین س ۰ ع . 
نسمي حلا للمعادلة تا رس » ع ) =0 کل ثائیة رس » عم) من 
2 محقق الساواة تارس »ع )=0 . 
حل العادلة تا رس » ع ) =0 هو تعيين مجموعة حلوضا . 
أمثلة : 

هى معادلة ذات ا جھولین ا لحقیقیین س » ع . 

الثنائية 1-١‏ » -1) هی حل هذه ا عادلة 

الثنائية ( ۰1 0) ليست حلا هذه المعادلة 
2 في ج × ج المعادلة : س + 2 ع - 3 - 0 هی معادلة من الدرجة 

الأول ذات ا جھولین الحقيقيين س > ع . 

الثنائية ( 1 » 1 ) هی حل هذه المعادلة 

القزائة -۰1 3) لیست خلا غذه العادلة . 
3 لتكن » في ج كاج › العادلة من الدرجة الأوی ذات ا جھولین 
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يمكن كتابة (1) على الشکل ع < 3 س + 4 

مجموعة حلول العادلة (1) هي" ليڪموعة < حيث : 

<=[ ( س ۰ ع) < × : س دج و ع <3س +4) 
1 - المعادلات المتكافئة : 
٭ تكون العادلتان تا رس ۰ ع ) =0 وها رس ۰ع ) = 0 متكافئتين إذا 

وفقط إذا كانت لما نفس عموعة الحلول . 

نكتب عندئذ : تا( س »ع) =0 جه ها رس ٠)ع)-0‏ 

ہہ روس سرن ہے عمق 

نفس ال حموعة وليكن ك عدداً حقیقیاً غير معدوم . 

لدينا : 

تارس »ع)-0> تاوس ۰ع)+هارس »ع )-ها رس ۰ع) 

تا( س ۰ع) =0 ج ل × تا( س ۰ع) 2 0 
1 - جمل معادلتن : 
لتكن تارس »ع )=0 و هارس »ع )=0 معادلتین للمجهولین 
رح ۳ 
كل ثنائية ( س. ۰ع,) تحقق في ان واحد الساواتین 
تا( س »ع )=0 و ها رس, ۱ع )=0 تدعى حلا للجملة 

| تارس »ع )=0 
کیہ 
حل هذه ا حملة هو إبجاد مجموعة حلوطا . 
تکون جملتان متکافکتین إذا وفقط إذا كانت لما نفس محموعة الحلول . 
من الواضح أنه إذا كانت لدینا جملة معادلتين وبدلنا إحدى المعادلتين 

بمعادلة مكافئة لها حصل .على جملة مكافئة للجملة الأولى . 
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مثلا : 


س + ع۶ + س + 5 =0 من + ع۶ + س + 5 = 0 
زيادة على ذلك توجد قواعد تسمح بتبدیل جملة مفروضة مجملة مكافئة 


ها . 

وننص فا يلي على قاعدتین من وی وهما قاعدة التعوبضص راو 
طريقة التعویض ) وقاعدة ا مع راو طريقة الجمع ) : 

2 - حل جملة معادلتین جهولین 

2 - طريقة التعريض 


قاعدة 





في ا حموعة € »اح 
إذا كان و ل تك امح رك ل رجہ 
تارس ۰ع) =0 7ا سی 
چڪ 
ها رس » ع) =0 ها رس ؛ ل (س )) =0 
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مثال 1 : 


۱ س اع - 0-3 
حل » في عدج الجملة الالیة :] 


2 س + 5ع +0-1 


۱ ئل عو ںی 
2س +5ع +0-1 


چ 


إذن محموعة حلول الحملة العطاة هي : ( 
U‏ 


۱ حل » في 5 × ج > الجملة : 
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تبیہ یت 


0" 
EOS‏ بے سا ون 


عع 
ی ون 
المعادلة (-3ع0<28+2۶) هي معادلة من الدرجة الثانية ذات 
ا مجهول ع . 
BSS CEB‏ 
إذن تقبل هذه العادلة حلين هما 
e‏ 





4 
صقم EEE‏ ع ہے او كك 
3 

وبالتاي : 


پسو ہی 
- 2+33 +08 


4 


جج 


3 


ع =2 واس - 5 -(2)02 
او 


4 ر ئ( ) 
ًّوہ بت جم ۱ 














إذا کان » و 8 عددين حقيقيين حيث » 0# فان : 
تا( س ۰ع) = 0 ۱ 2 تا(س ۰ع) +۸ ها رس ۰ع) < 0 


ها رس ۰ع) < 0 ها رس ۰ع) =0 





بت 03 


مثال 1 : 

حل » في اج » الملة 
3س +5ع-0-1 

۱ (1) 


;2س +3ع + 0-7 
5 3(2س +5ع-1) 37 (2س +63 +0 -0 
(1)هه 


ست 


2س +3ع+0=7 


6 س + 10 ع - 6-2 س -9ع-0-21 
(1 )ج 
2س + 3ع + 0=7 
ع = 23 
(ا1)ہے ۱ 
ع = 23 
(1)جے ۱ 
إذن: املة زل تقبل بحلا واحدا هو الثنائية (- ۰38 23) 
مثال 2 ۰ 
حل ؛ ق و الملة : 


سل یں ادش 4 02 
49 ۱ 


(س؛-سع+س-4) +( س ع + س + )0 
(1)حه 
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س2 +2 س - 0-3 
(۔ م ر 
العادلة رس* + 2 س - 3 - 0) هی معادلة من الدرجة الثانية 
تقبل حلین س » س؟: س <1 و س"<- 3 


یکون عندئذ : 


س = 1 أو س = - 3 


س =1 و 1ع +0=1+1 
)ہے أو ۱ 
س = - 3 و سوا 35 0-1 


س = 1 و کار 2 
(1)حه أو 
3 5 2 
لسكا ا و كا 
3 3 


إذن محموعة حلول الحملة (1) هي : 
7 2 
۱ لمحم ول دو ( | 
3 


3- حل جملة معادلتین من الدرجة الأولى محهولین 
لتكن جملة العادلتین من الدرجة الأولى للمجهولین ا حقیقیین س ء ع : 
1 س + ماع + -0 
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لحا هذه ا لحملة عکن استعال احدی الطریقتین ( التعویض أو اخمع ) 
اللتين تم عرضها في الفقرة السابقة + ونقدم فما بلي طريقة ارت تقو امن 
هذه الحملة ي حالة ٠‏ 

را .ب) 0۰0(۱۸) و (ا.ب) £ (0<0) 

في الستوي النسوب إلى معام رم .و-ی) 

المعادلة اس + ماع + <- 0 حيث (ا.ب) 0۰0(7#): 

هي معادلة مستقم 2١‏ ) والمعادلة اس + ماع + ح -0 

حيث (اٴ ۰ب ) #(0۰0) هي معادلة لستقم (ه ) . 


س ہے ورب 1 
الشعاء 0 ( هو شعاع توجبه للستقم (۵) 


2 


1 1 کت > مه 5 E:‏ 5 7 
والشعاع ۳ ۱ هو شعاع بوجيه للمستقم (۵ ) 


تکون الثنائية ( س » ع ) حلا للجملة ‏ 


سس + + جح 0 
۱ ۱ 


۱ ۱ 7 7 
سن تب ع + جح - 0 
م١‏ = 


اذا وفقط اذا كان ( س » ع ) احداثبي نقطة مشتركة للمستقيمين (۵) و 
(4). 
تعلم أن المستقيمين (۵) و (4) یتوازیان إذا وفقط 


1 
۱ یں 


معدوما 


- 


إذا كان اغحدد 
۲ 5 ب 








ویتقاطعان » إِذَا . إذا وفقط إذا کان هذا ا حدد غير معدوم . 


_ 6f 


حم 


المناقشة : 


1 ادا كان 7 |07 فان للستقيمين (۵) و (ها) بتقاطعان في 





ا بت 


نقطة واحدة (س ٤ع‏ ). 


إن حساب :س وع باستعال إحدى الطريقتين ( التعویض أو المع ) 














ب سح > ا 

1 ٦ 
eê مزع ر‎ 

ا اب لان 

اب 


2 إذا کان 





ا 
ب 1 
۱ , | = 0 يكون السعقپان (ھ) 835 ) متوازين 


پوجد عندئك ی 
بر 


شش = ۸ش ايلاتو روط 


٭ إذا كان < =2 ح فان العادلتین اس + ماع + ح - 0 
وش + ماع + =0 ها معادلتان لفس الستقم . 
ونکو ن عندئد حموعة حاول ا حملة هي مجموعة حلول احدی , المعادلتين 
ه إذا كان ح 17 ح يكون الستقمان المتوازيان ھ ) و (ےاٴ) متایزین 
تقاطعه| هو ا حموعة الحالیة والحملة : عندئذ » ليس ها حال . 
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اخلاصة : 
لیکن 3 CRE‏ > جملة المعادلتين من الدرجة الاول للمجهولين 


سس 2 3 
)1( ۱ 











4 س + ب غ + <' = 0 
٭ إذا كان : اب -ب1 يم 0 فان ا حملة (1) تقبل حلا واحدا 


ه إذا كان اب - با =0 فاد الحملة (1) : 
إما ليس ها حل . وإما لحا عدد غير منته من الحلول . 


مثال 1 : 
لتكن > في ج × ج »> الحملة 


3 س + غ -0=15 




















1 2 
لدينا : = = 5 
3 1 
عا أن محدد ا حملة غير معدوم فهي » إذاً » تقبل حلا واحدا . 
حساب س ٠ع‏ : 
2 - 10 - 10 1 
1 - 15 - 15 3 
ے اس سس تست كت ۱۰7) کے 3.2 
5 5 


ال الوحید للجملة سالفا (۰4 3) 
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لدينا : 
ام 63 2 #س -6ع -0-2 (1) 
کہ و 


2 س +3ع< - 2 س +3ع+ 0-1 (2) 


لنحسب مخدد الحملة السابقة : 


6- 4 


لدينا : - 0 








3 2- 


فالملة إذا ما لیس ها حل و اما ما عدد غير منته من الخلول . 
نلدحظ آن : 
(1) جه 2-2 س + 3ع +1 -0 

>-2 س +63 + 0-1 

جح (2) 


إذن محموعة حلول الحملة العطاة هي محموعة .حلول العادلة (2) 
وهي : 
2س -1 


(خو) = ۱ رس ٠ع‏ )01-3 : سد وء = ۱ ۱ 
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ETRE ES 
دس +2ء-0=2‎ 
ہے ےا‎ 


33 س-6ع +0=1 
لنحسب حد‌د هذه الحماة 


۱ - 1 2 
ذینا : ۱ - 0 
3 - 6 


له تا اتا لاوما د ر مسر الزن 


.داس 0-2-۶224 3س -6ع+0-6 
سم ا ما ١‏ 
3س -6ع + 0-1 3 س -6ع +0-1 


ني الامج أله کی اھ گت وق ےہ فوع جار 
في ان واحد (-1) و (-6) 
إذن الحملة العطاة ليس ھا حل . 
4 حل متراجحات من الدرجة الأولى ذات مجهولين 
94 المتراجحات من الدرجة الأولى ذات ا جھولین 
ه نسمى متراجحة من الدرجة الأولى ذات ا جھولین الحقيقيين 
س ع كل متراححة من الشکل تا رس ۰ع) >0 
[آو ترس مع) >0 وتارس ۰ع )<0 آو رس مع ) <0 ] 


اه 


حيث تا رس ۰ع) هو كثير حدود من الدرجة الأول للمتغیرین 
الحقیقین س ٠ع‏ . 

ه نسمي حلا للمتراجحة تا رس »ع ).> 0 کل ثائیة ( س ۰ع,) 
من ج اع حقق التباينة تا( س ٠ع‏ )>0 . 


ه حل التراجحة تا رس »ع ) > 0 هو تعيين مجموعة حلوفا . 
مثال : 

في × ج ۰ التراجحة 3 س +ع -4 <0 

ھی متراجحة من الدرجة الأولى ذات ا حھولین س ۰ ع . 
الثنائیڈ (0 » 1 ) هی حل طذه التراجحة . 

الثنائية (2 ٠‏ 1 ) ليست حلا طذه المتراجحة . 

عکن كتابة المتراححة (3س +ع -0<4) على الشكل : 
مجموعة حلول هذه المتراجحة هی ا حموعة < حیث 


بو ۱ («س فع )3ج × : س وخ وع <3-4 س ۱ 


4 - إشارة راس +بع+ح) 

الستوي منسوب إلى معلم (م ۰و ؛ ي ) . 

اين انح ٹلا اعداف مه حي 7 ى 07# 00 
لتکن الدالة تا للمستوي في © الي ترفق بکل نقطة ج رس »ع ) العدد 
ا حقینی تارو)۔اس + بع +< 

ه لندرس إشارة تارج ) حسب وضعية النقطة م في الستوي . 
حموعة النقط م حيث تا (و) =0 هي الستقم «ه) الذي 
معادلته : اس + ماع + << 0 


تج 71ات 


الشعاع ۳۳ ۳ هو شعاع توجیه للمستقم (ھ) 
لتکن ھ نقطة من الستقیم (4) و 
م نقطة من الستوي لا تنتمي إلى 


)1 ڑالشکل‎ SCA) 











3 ماک 
تكن | مركبي. 22 . 
8 
0 > ۰ 
لدينا : |#ه 
ار اا 
أي ۱۰+ ب07 لأن هج لا يوازي ش (الٹکل 1) 


من أجل كل نقطة م من المستوي » الستقم الذي يشتخل ج ويوازي 2 2, 
بقطع (۸) ي نقطة م (س ٠ع‏ ). 
من تا(و')۔>اس'+ب ع'+<ح-0 
وق ول 22 ستنتج : 
۱ س - س < » 3 ۱ س = س + ۸ » 
اي 1 
وہ الما م اس 
إذن : 
تا( )=( س +2) +ب(ع +8۸) +> 
=1( »+8 )+ (! س +بع +ح) 
= ۵+۱2 ب) 
5 أن ره 8+۱ ب ) عدد حقیتی ثابت غير معدوم فان إشارة 2 هي الي 
5 


2= 


إذاكان 0 نصف الستوي الفتوح الذي يشمل در وا حدد بالستقم (۵) 
وآ نصف ا مستوي الفتوح الاخر ا حدد با مستقم (4): 
فان العلاقة 3۸-93 تبين ما بلي : 

۰ 0-7 حه و و (۵) 

٣1و‎ 0>7( ۶ 

ل 2 





لا تتغير إشارة العدد تا ( ج ) لا تتغير النقطة وني أحد : 
الستوي الفتوحین ا حددین بالستقم ری( 





مثال : إشارة (2 س +3ع+1) 

من أجل المبداً م للمعلم الذي احداثياه ( ۰0 0) لدینا 

تا( م ) =+ 1 إذن تا رم) >0 

وبالتالي يكون ( 2 س + 3 ع + 1 ) موجباً ماما من أجل كل نقطة تنتمي 
إلى نصف المستوي المفتوح الذي يشمل م واحدد بالمستقى (۵) الذي 
معادلته 2 س + 3ع +1 -0. 

ويكون (2 س + 3ع +1 ) سالباً تماما من أجل كل نقطة تنتمي إلى 
نصف الستوي الفتوح الاخر ا لحدد بالستقم (A)‏ 


4 - الحل البياني لتراجحات من الدرجة الأولى ذات مجهولين 
حسب ما سبق فإن القثيل البياني حموعة حلول متراجحة من الدرجة الأول 


مثال : 


القثيل البياني محموعة حلول 





۱ ۴ نا 
و شكر 2) 0 
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ال اجیجه ‏ 2س سس + 5 > 0 
ںا 00 ١‏ پا 


لیکن ( 2 ) الستقم الذي معادلته : یں می سی 
وليكن 11 نصف المستوي المفتوح الذي يشمل المبدأ م واحدد بالمستقم 
(۵) و 11 نصف الستوي الفتوح الاخر ا حدد بالستقم )4( 
(الشحل 212 
لنضع تارو) >2 س -ع + 5 
لدينا : تارم) -0-0.2+ 5 - + 5 إذن تارمی) >0 
مثل محموعة حلول التراجحة المقترحة بنصف الستوي 11 غير المشطوب في 
الشكل 2 
4 ۔ ال البياني خملة متراجحات من الدرجة الأولى جھولین 
لتكن الحملة : ۱ اس + ماع + <> 0 (1) 

س + باع + <0 (2) 
مجموعة حلول ا حملة هي مجموعة الثنائيات (س ۰ ع) الي تحقق : 
في ان واحد. (1) و (2) . 

۱ 01 

مجموعة حلول التراجحة (1) ممثلة بنصف مستو مغلق < و حموعة حلول 


وبالتای : 

کن فا ار یله ا هل و مہ 
مثال ٠‏ س + ع - 3 >0 (1) ۱ 
الحل البيايي للجملة 


ر2 سب بو 2 
ن دع >0 (2) 
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1 


الستوي منسوب يف المعلم (م 9 ی) 

ه مجموعة حلول التراححة (ل) و4 
مثلة بنصف مستو مغلق خده 
الستقم )4( الذي معاد لته 
س +ع - 3 < 0 
رالشکل 3) 
الثنائية (0:0) ليست حلا 
اه 
لنشطب إذا نصف المستوي 7 
الفتوح ا حدد بالستقم E‏ 5 
الذي يشمل آلبدا م 
هذا نصف الستوي الشطوب بمثل محموغة الثنائيات التي ليست حولا 





ه محموعة حلول التراجحة (2) ممثلة بنصف مستو مفتوح حده الستقم 
(ھ,) الذي معاد لته a‏ ۲ 
الثنائية (0 . 1) حل للمتراجحة (2) . 
لنشطب إذاً نصف الستوي الغلق ا حدد با مستقم (ه, ) والذي لا 
یشمل القطة ۰0(۲ 1) . 
هذا نصف الستوي الشطوب ثل حموعة الثنائیات الي ليست حاولا 
للمتراجحة (2) . 


ه مجموعة حلول ال حملة تمثلة بتقاطع نصي المستوي اللذين عثلان حلول 
]جتان عل الرتیب وهو اع ضر الشطوب في الشکل . 


ےھ 8 2 


تمارین 
كنيرات الحدود : 7 


1. أنجر العمليات التالية على وحيدات الحد للمتغير س 
تم عيّن » في كل حالة ۰ درجة وحيد ا حد الناتج : 


)= سال طقس( سس 


2 ےئن 
E‏ سے باه تق اج 20 


2 1) بسط ورتب کثیرات الحدود تا رس ) » ها ( س ) » عا رس ) التالية 


فا را سسجت 

ها ( س )= س -1+س" - س +5 -(2س"-5س) 
0ص9" ۷۶٣‏ 2 61 
2 احسب ورتب ا جحامیع التالية : 

ه تا( س )+ ها رس ) +عارس ) 

» تا(س ) -ها رس ) +عل (س ) 

۵ -تارس) +هارس) -عارس ) 


3 تا (س) ؛ ها رس  )‏ عار س) کثیرات حدود حيث : 
تا( س ) = - س +3 س*-7س + 5 
فاو و عرقي ا 
عا( س ) = -3 س +5 س -2 
اسب ورت كترات :اود اقا 
رس ) <2 تا( س ) +2 ها( س ) - عا( س) 
ل ( س ) =2 ها رس ) +2 عا( س )-تا(س) 
ط ( س ) = 2 عا( س )+2 تا( س ) - ها رس ) 
م( س ) = تا ( س )+ ها رس ) +عا رس ) 
و ( س ) = ك( س )+ ل (س )+ ط (س ) 
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4 تا(س) ؛ ها( س ) » عا( س) کثیرات حدود حيث : 
تا( س )2 س"؟+س"*- 5 


1 


5 
عا رس) -- 3 و ص 


اس تا( -1) 4 ھا2 " 2 

۰ 3 
5. أحسب ا حداءات التالية : 

(س*+8س*-7)(-2س*+س-۔1) 

(س*+2 س +س-1) (س*-2 س + س +1) 

(س*+س +1) (س*“-س +1) (س*-1) 

6 حلل كلا من كثيرات ا حدود التالبة : 

00س من )رس 23 ) 

2 (3-4س) (3+2س) -2-1(2س)(3س -4) 

3 4(2 س*+2س)+2(3س +1) 

4 س*-9-(4س +5) (س-3) 

5 4(4 - س ) -«س -2)" 

6 (5 س -10) رس -3)-3 «س*-4) 

7 (س*-16)*-(س +4) 

8 12 س*-16س*-(3س -4) 

89 2 س ”- 18 -( س +3 + 8 س +24 

10) 9 س*-12 س+4+(6س -)(س +4) -18س +8 

ال A CEE‏ ا رع اس 

2 نع مس ۱9 eNO‏ 

3 (!-م) (-) ادس( - ب ) 

٣ (14‏ س ع + ابع + باس ع + امس 


E 


5 + *-۶-؛ 

6 (س*-4)+(س*-8) 

1+ (2س -1)*-8 س‎ ٦7 

8 2 س*-6 س*+6 س*-2 
7. تا( س) و ها رس ) کثیرا حدود حيث : 

تا رس ) س*-6س* + 13 س“ - 12 س +4 

ها رس ) = س“ + س + 1 

عن الاعداد الق ان !»یب عیث یکون : 

لاس دح : (س“+اٴس +ب؟) تا(س) 

لا ا ان سی ین امن ای ها رشن 
8 تارس ) كثير حدود حيث : 

تا ( س ) = س - 4 س + 5 س + 10 

عین كثير الحذود ها رس ) بحيث يكون : 

لاس 3 € : تا( س )= (س +2) هارس) 
9 تا رس ) و ها رس ) كثيرا حدود حيث : 

تا(س ) >س*- 13 س + 5 س + 34 

ها ( س )= س“ -س +2 س - 1 

هل توجد أعداد حقيقية :مب" 1+ ب ؛ < بحيث يكون : 
نی لاس دخ : رس -2) ( س + س +با) = تا(س) 

لاس دج : ( س ٩‏ س -1) ( اس + بس + ح) = ها(س) 
0. تا( س ) كثير حدود حيث : 

تا ( س )= س“ - س +2 س -2 

آحسب تا(1) واستتج گلا لکن سار (س) . 
1 تا( س ) كثير حدود حيث : 

تا (س ) کاس" - 5 س + 18 

آوجد كثير حدود ها (س ) بحیث یکون : 

لاس د تا( س )= (س -3) ها رس ) . 


5 
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2 
2. تا ( س ) کسر ناطق حيث تا(س) = 


1) عيّن محموعة التعریف ف للدالة الناطقة تا 
2 عمّن الأعداد ا حقیقیة ۱ء ب ‏ < نحيث یکون : 


























> 
لاس دف : تا ( س ) = !س + ب + 
و ےن 
- 2 س” + 5 
۰۰ ۳ 7 ۶ 8 سض ص 
1 نفس القرين السابق من أجل تا(س هس 
سے 
4. عيّن مجموعة التعريف لکل کسر من الکسور الناطقة التالية . ثم احتزل كلا 
مہا : 
8س“ +2 س-15 ۰ س هاس 0ا4 سس 
0 ہے 1 
وی ون س*+ 8 
3 2 ۹ 
و - 10 س +8 
رس -2) ( س -1) 
2 3-۔س 6 
4( ےت = 
هی تیا ES‏ 
3ھ و ٠6ش‏ 54 4 12 
N ENE‏ 
س 2س“ س -9س س -2 س 
2 2 
EE (6‏ + 
س + 2 س 3 س س* - 4 
1+ 
اس 
7 1+ 
1+ 
یت 


ے د 














13 


16 


.17 


18 


9 


العادلات والتراجحات من الدرجة الأول 


هل العادلتان التالیتان » في ج . متکافتتان ؟ 
3 


2 


= س 0 





س ٣‏ 
س - 1 
ا 

FS وو‎ E 

وس ا ع 

نفس القرين من اجل : 

س” - 3 س” + 2 س = س (س -1) 
س - 3 س + 2= س - 1 

نفس القرین من اجل : 


اپ ھا 2 
س + --< س 1 


5 س + س =5 رس*-1) 


نفس القرين من أجل : 
ی 3 س < س 
5 1 1 
ہی اين ی 
ضس س٠‏ 
نفس القرین من اجل 


س + 1 > 1 - س 
س +1(<21-س)" 


. هل التراجحتان التاليتان في بح متکافتتان ٩‏ 


4 س -2 س <-2س*+4س 
-2س*+س <س*-2س 
نفس القرين من أجل : 

4 س -2 س < -2 س” + 4 س 
2س -1 <-س” +2 
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.2 


.23 


24 


نفس القرين من أجل : 

حل ؛ ىق + العادلات التالية ذات احهول س : 
3 س-1) س 2-3(5 س) 

1( ست 


7 تہ 4 
وا اوس سر وو سے میں قر 
وی ا لالض سے ہے کے سردا 
4 5 2 20 
3 2س 3س-1 2(س-3) 3رس +1) 
) = 
3 5 3 5 
9 +7 - 2 
و ا تی ) ا ۱ =36 
2 7 


كوو راد ا عرقي کی ده 
6 0,2 س - 3,8 ( س + 1 ) = 1,4 ( 0,5 س - 3 ) + 2,3 


حل » ی ۰ العادلات التالية ذات احهول س . 
1 2 س +3 (س -2 )+ 0=9 

2 س (س +3) +5 = س - 1 

3س کس 

4 3 رس -2) = س -4 

5) ارس - 1 )+( س*-1) =0 

6 س +2 س + س - 0 


5. حل » ي ج ء المعادلات التالية ذات المحهول س : 


2س +1 4س +3 

س + 3 سن 21د 
7 1 
2( 2 س = 
س + 1 س + 1 


سے 1 
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2 1 3 
3( + 
س -1 1-س" س +1 
س + 1 1 1 
)یت سس مہ = 
2س +2) س+1 (س +1)(س +2) 


6 حل . في ج . ا تراجحات التالية ذات احهول س . 


1) 2 س +4 > 5 س -2 2) 4 س - 5 <2 (س + 3) 
3 س -4<12 س 4 س-7+ 3 س >2 (س + 1) 
5) 5 س > 3 (س -1) >6) 2 س + 3 > 4 س - 9 


4س س س 
ص 7 فا 15 
5 10 2 
و وو .نی و ۳ 
1> 


3 (7 








8( 
2 3 
7. حل : في ج : المتراجحات التالية ذات الحهول س . 
1) (س -2) (س+3) <0 ئن مو 09 
3 س" > 4 4 سن رس*-0>)9 
3 س - 3 اس + 2 
5( -> 0 6( <3 
س + 1 ۳ 
س +2 3 س 2 ( 
7) سس < 0 8) سب > 2 
2 فز 3 س + 3 


8 5س +2|س-4>|1 3 
و اس 10( رس | + <س + 5 
4 


8 حل . ل ج . جمل المتراجحات ا تالیة ذات ا جھول س . 
2س + 3 > س س + 3 <2 

1( 2( 
س - 5 > 4 س < 4 س - 2 
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3س -0>1 2س +17 >3 


3( 4( س < 5 
mS 2‏ .3 < 2-7 
9 حل : ي خ » المعادلات الدلية ذات احهول س 
والوسيط الحقيقي ط 
2 ط بس كن سنا و 


2-3 ط س + 3 =6 ط + س 
4( ا و 





5) طس طط = س 
1 
و کر سا جا 
ط ط 
1 2 
7 للح 1 
سن ط 
ظط + طط 
8 سے 
ک 2.0 
2 
ط 








0. حل » في ج ء التراجحات التالية ذات اٹ جھول س 
والوسيط ا حقیتی ط 
2 طط س +2 < 3 


2 + 1 
عیہد یہ وت ےو ہے 


س + 1 3 س -1 1 


ط 3 











۹ 0 ۱ 
2ن س +1 1 
0 کو ا ا کے ,وتات 
ط 2ط 2 


العادلات والتراجحات من الدرجة الثانية : 


.31 


32 


33 


۳ ۱ ۲ 3 _ کا 7 العادلات التالية ذات احهول س : 


1) 9س*- 7 7 8 س -0=2 
ف 8 4 س” - 5 س +70 
02 --- - 9 
3 و رس -3) (س ۲ 3 )= 16 
فو سو وم 
2 
4 ( 3 س -4) ° =16 0) 5س - 3 س = 0 
۳ 2 
5) (س 4 2)*- ES E‏ 


6 (-س +2۷ )*-3 

2 (2 س +3()3س--2)+0-6 

ل ی و رر ھی 

اكتب كلا من کثیرات ا حدود التالية على شکلها الفوذجي . ثم عيّن مجموعة 
جذور كل من هذه كثيرات الحدود 


1 9س*-24 س + 1 2 س*-6س + 1 
قبعو ير OVA‏ وا “حوس وس >5 
E WG‏ 5-6 س*+ 2۷10 س - 10 


7 جو ای سا کی ا 8 2س“ -3س - 20 


حل : فی ج . باستعال القوانین . كلا من المعادلات التالية ذات ا جھول س . 
2 5 
ےم و ات( 
2 2 


و و ۱ 27 ۱ - 0 
5 2 


3 سس =- 4 س +4 س - 1 
4 س +4 س = 21. 

5 3 س +س*+ 5 - 0 

6 4 س* +12 س - - 9 
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34 


35 


36 


7 5 س*-7س - 34 0 

8 س*+س 2۷ < 4 

ETS (9 

0 4 اس 4 س ا5 +5 =0 

او ول واد وح تھے و 
12( اق OEE‏ ؤت0 

حل » في ج ء العادلات التالية ذات ا جھول س 
1) ( 2 س + 3) ( 3 س -5)+0=14 

2 ( 4 س +3 )+( س -1) =0 


2 1 1 
0 a BE SE ) + )1- (2س‎ 3 
2 4 


4 ( 2س -1) =8 س*-2 
5) (س -1) ( س +2 س + 3) = س - س 
6 14 س” -(2 س -11) ( 5 س +4) = 33 س +22 


. عن مجموعة تعریف کل کسر من الكسور الناطقة التالیة . تم اختزل كلا منہا : 


ا ا کک 2 سن کت مرح 
4 س*- 9 س*- 5 س +6 
س*-س -2 2 س*-3س - 5 
0 2 4 2 
2 س*5 س + 2 4 س*-20 س + 25 
2س +4 س -6 س - 8 
6 2 6( 2 
ات یں دس +6 ور جسن کے 
2 
س +2 س - 1 ا 7 
6ج یهت 8 سس 


حل : في ج ۰ العادلات التالية ذات ا جھول س 
1 رس +2()1س+3) رس +1) رس" -5) 
2 2 س + س = س - 0-2 

_ 85 - ۱ 


(7س‌-1) هس 3) لا رھ ق71 
4) لس 1 + وس +2)* ھرس-2)* مرس ل 
5) (س*-7س -4)” =( س - 9س بی 
6 سس امرس )شش 210 

67 س” - 4 س* + 4 س 1 اس مس اس 


35 


7. حل : في ” ء العادلات التالية ذات المجحهول س . 

















2 س + 5 سس 3 2 + -15_ 
3[ سس + س -2 س +5 
2س س 2-2 2+7 2 4 
3) سس =0 م سس 2 سس 
ید قرو ور وی او یر س - س + س - 1 
-2 3س-1 1 1 
2 س +1 س -3 س-1 س -2 
3 1 1 
2س -1) 4س :17) 8 
3 1 1 
8 سب سب + 7۲ 
یں اسک س +2 س -1 
1 7 س +8 12 
9 + لل سد سے 








س -2 س +2 س +4 س*-8 


2س-12/1 4س-1 
0 | ` ْ ےہ ے 1 
س - 2 وی :2 

















8. حل » في ع ء العادلات ال تالیة ذات ا جھول س 
2 2 
بم KET,‏ 2 __ کے 
5) | س 5| اس 25 -0 


9 حل ء في ج » العادلات التالية ذات احهول س . 


1) اس14 =س-3 ۵2 اس -1 <س +2 
7 20 0 -1 4 باسی*-4س +4 دش 
کا سوس +4 <|س | 


0. ادرس اشارة کل من کثیرات ا حدود التالية : 


1) - 3 س*-6 2 -س*+7س 
3 ( س -2) +5 4) 2 س +6 س-1 
5 4 س ”-4 س + 3 6 2س + س-1 
7 -س* +2 س + 15 8 3 س*-10 س +3 


۵ -س*+2س-15 
1. ادرس إشارة کل من الجداءات التالية : 
1) س «س"+س -2) 
2 س)(سٌ” -5 س +6) 
3 (3-2ش) :لاش -س<2) (س جس +1) 
4 رس -2) ( س -2 س+1) (2س -س*-5) 
2. ادرس إشارة کل من الکسور الناطقة التالية : 





س - 1 س*+2 س-3 
1( رج" ےچ 2( ہج جح 7 
س -2 س - 3 س اس -2 
2 
و کت مک 2 
س +1 


7 کرت 


1) -س*+س > 0 
3) س" < س 
5) س*-2 س + 0<7 


7س + 4+۹1 س -0<)1 


8 5 س +4-2 س*< 0 


3 حل ۰ في ج ء الراجحات التالية ذات ا جھول س 


2 س ”> 4 
4) س*-6 س + 1 > 0 
6 (2س-3) <(س-1)” 


9 ( س  )6-‏ <( س -10)(س-2) 


ا 


0 ۔ے بے - 3 وس -0>)1 


2 
ب 1 2 


4. حل ؛ ي ج ء ال تراجحات ال تالیة ذات احهول س . 
1) (س >1) (س*+2)(س*-9) >0 

عب من )زاس ای 021 

3 س(س +1)" ( س - س -6) < 0 

4 ( س -4) ( س -5 س +0>)6 

5 (س*-5س + 6) ( س + 3 س+0<)2 


گے 02 





(01 
4 
2 





4< 











5. حل » في ج ء الراجحات التالية ذات ا جھول س . 











2س +1 
2( لق 0 
س - 3 
3 
4 س > 
س - 2 
2 2 
ي 
س + 1 
س +1 س -1 
کو سا TE‏ 
م سس - »> | 
س - 4 


6 حل ؛ في < . كلا من احمل التالية : 
: ۱ 











1) 4<س “+3 س +5 <12 2 - 4 < <2 
س -1 
+ 2 م 1 
فی ا وت تور کک و 
س ب 34 1س 
-— >0 
5 س +4 <0 س -1 س 
5) م 3س*-7س +09 6) 


1-7 +1 
سس 0215 ف ىف 
3س -4 س 
7. حل » في © ء التراجحات التالية ذات ال جحھول س 
1) س - 3| <1 ٦‏ 2) | س -5>|5 


4( و = مو و و6۴ 


1 
کم اج از 
8. حل » في ۰6 ال تراجحات التالية ذات ال جحھول س 


3 ۷اس*-4< 0 4باس*+۱ <۱ 


49 ط عدد حقيق و تلى (س ) کثر حدود حيث : 
تاو ( س ) =( ط” -4) س“* -(ط + 2) س +1-ط* 
1) عين قم ط بحيث يكون تاو رس ) كثير حدود من الدرجة الثانیة . 
2 عين قم ط بحيث يكون: 
!) تار (س ) كثير حدود من الدرجة الأولى 


ب) ار (1)-0 
ح) تاو (0) =0 
ئ) تار (2) =0 


حل العادلة تا( س )=0 في. کل من الحالات الثلاث 1) ب) <) 
39ات 





. 30 


.51 


.2 


.4 


ط عدد حقیتی و تار رس ) كثير حدود حیثا : 

تاو (س) = (ط -1) س*+2 (ط+3)س+ط 

1) عین مجموعة قم العدد ا حقیتی ط بحيث یکون : 

تاو رس ) موجبا من أجل س >2 و سالبا من أجل س = - با5 
2 عبن مجموعة قى العدد الحقیئی س بحيث یکون 

تار (س ) موجبا و تام (س ) سالبا 


حل » في ع“ العادلات التالية ذات ا جھول س 
والوسيط الحقيق ط . 

0ہ 1 27 كازيت 3و2 سن اي 

2 س*-1-ط(وس” +1) 

3 س2-1-5 طوس +1) 

4 رس -1)"-ط رس -1) 

5) س*-4س +4 -2 ط (س -2) +ط -0 


حل » في ج ۰ المتراجحات التالية ذات ا جھول س . 
والوسيط الحقيي ط 

1) ط س*+2س -ط>0 
OSE bO‏ 
3 2 س*+ط س -ط +0<1 
4 رط س -1) «س <2) > 0 


. عيّن محموعة قم العدد الحقيتي ط. بحيث يكون : 


1) لاس دج : (5 -ط) س -1(2-ط) س +1-1(2ط) < 0 
2 لاس دج : (2ط +5 س*+4رط +3) س + 3 ط >0 


عيّن مجموعة قم العدد الحقيتي ط حتي لا یکون للمتراجحة : 
(ط -5)س*-(3ط +4) س +ط -0>5 حل 
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33 


.56 


537 


.8 


.9 


ط عدد حقیتی و تاو (س ) كثير حدود حیث : 
تاو (س) = (ط 24)س*-2(ط -1) س ع ط - 2 
غین مجموعة قم الوسیط ط بحيث تكون إشارة تام دس ) ثابتة مها كان 
العدد س . 
نفس الاسئلة بالنسبة إلى كثير الحدود : 
تاو رس ) (ط +2 ) س"+ط (س) + ط - 1 


تحقق أن لكل معادلة من المعادلات التالية حلا هو أحد الأعداد : -1 ع 
+1 -2 +2 

تم احسب حلها الثاني : 

1) س "+7 س - 8 = 0 2 -سن” + س + 6 = 0 

3 2 س +3 س-0-5 24س -س -10 - 0 

5 4 س*+س -3 - 0 6 س "+3 س -0-4 

7 - س +3 س +0-4 8 - س* +3 س +4 - 0 


لتكن العادلة من الدرجة الثانية 

نہ7 سن 4 0:2 وس 6 س" حلاھا 

ارت ما يل : 

)سس کش -2) سکرس“ اس اس 
1 1 7 7 

م ا كد 


HM 1 


س س س س 
٭ عيّن معادلة من الدرجة الثانية تقبل حلین ہما : 1 ٤‏ 
سس توت 
ادرس ؛ حسب قم العدد ا حقیتی ط ۰ إشارة حلول کل من العادلات التالیة 
1) س*-(ط+3)س + ط -0=4 
2 (ط -3) س - 2ط س + ط + 0-2 
3 ط” س + 5 س -ط - 0 











FEL 


4 (ط-1)س*-(ط3+8)س +2 (1-ط :0 

قوط سدق ون 2 وط دوس نو ع07 

6( س* +2 ط س + ط *+ط +5 -0 

7ػ (ط*-1) س + (ط +1 س +5: = 0 

8 (3ط -7) س*+2(رط -<1) س +02 
جمل معادلات . جمل متراجحات : 
ےنت یہ 


جع 








واذكر ثلاثة حلول لكل منہا 
1. حل ؛ في ج × ا حمل التالية : 
س +ع = 5 س - 3ع 5 ۱ 
1( 1 ۳4 
شک مج 7 2س + 6ع = 1 
دس + 3ع =1 بقع -- ]1 
4) | 2 
> ,و -2 س - 12ع =4 
س - 4ع +4 -0 2 س + 2ع -0-3 
6( 
ِ - 0-2 -3س ع + 21 0 
۳ 
1 
و 
3 
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1 < 0 
2 4 
8 
1 1 
مع 1 0-1 
2 4 
س پوت 
9( 


س +( 3-1 )ع + 3+1 =0 
۳ 


ر1 +3۷ )س -2ع +2+4 ,3 =0 


2. )) حل » في ج × ج > الحملة التالية : 
5 س + 2ع-0-70 
)1( 
3 -5س - UZ‏ 
ب) استعمل نتيجة السوال السابق لحل الحملة التالية : 
5 س*+2ع*2 70 


2( 
5-3 س*- 55 
3 نفس القرين باللسبة إلى انلملتین : 
)1( 

3س + 5ع - 32 =0 
رس -3)*+ع-2)* =8 

2( 
توت و ف 5 (ع ور 3212 


شنت 








4 نفسن القرین بالنسبة إلى ا حملتین 
5 س + 12 ع - 4 











۱ را( 
4 4 
12 ع 6 
15 12 
سدح د 0-4 
سس 2 
2( 
4 4 1 
سنس e‏ سے 0 
س € 6 
65. حل » في ع × ء الجمل التالية : 
اس +باع - 15 
اش باع ند 7 
4 1 
سس + -0-5 
س - 2 a‏ 
2 
4 
: + -0=2 
س -2 ع-1 
ِ 5+7 -0 
سس چے 33 = 
| 
3( 
1 
سب +2ع*-0-5 
سس 
عام 7۳۱6۱۴ 
١ )4‏ 
أ 2 | س | +ع | - 11 


ب 94 


| 
6. حل » في ح »اج ء الجمل التالية : 





س + ع سے 15 
- 14 
س .ع =4 
س 6 
2 9۰ 
3( 
ہن ع ا ست 
4( 
س .ع = 1 
E‏ سپ ے 
ا ا 
سس ا م 
0 ۷" 
س ع = - 1 
5 40 
مین تس را و 
دک 9 
6( 
س +ع = 
a 67‏ 
و ط وسيط حقيق . 
ع = طس - 
1( 
وی تہ 1:2 


:9 بے 


2س + (ط-1)ع-1 
(ط-1ع)س+2ع-1 
0): 


رط -1) س اطع < 1 
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رط-4)س-2ع س3 

11( 
س-۔(ط ج2 = ط - 2 

۹۹۳ 00 = ط* - 1 


و -2)ع =3ط - 1 
ور ئ -4)ع- 5 ط +1 
۲ س +ع =0 
e‏ =0 


2 س +5 ع =0 
رط -<1) س +2ط ع - 0 
16( 


ط س + (ط +6 )ع =0 
8. حل » في خ كاج الحملتین 


4 عل 
بت + سے 1 
ید 


(1 











97 = 


9 حل بيانيا التراجحات ال تالیة : 
1 س- 5ع+0>1 2) س +3 ع -1 <0 
E 2,5 - 3‏ - +3 
سح ت وت 
0. حل بيانيا جمل التراجحات التالية : 
5 س -2 ع +3 > 0 
1( 
2 س +63 -0>1 
-5س + 6ع +2 > 0 
2( 
دس +ع > 0 
3س -4ع +5 <0 
3( 
2 س +3ع -0>1 
3س -4ع +5 <0 


سيا ما مستا ملا تش ت 


4( 
1<ع < 5ر3 
س -2 > 0 

5( س + 3 ع +5 > 0 
4 س - 6ع +1< 0 
دع +0<3 

6( 2 س ع - 5 02 
4 س -3> 0 
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2. نعتبر المعادلة التالية ذات ا جھول الحقيق س والوسيط الحقیی ط : 
رط +3 س +2 (3ط+1)س + ط +0-3 
'عيّن ط حى تقبل هذه المعادلة حلا مضاعفا . 
ادي ند لاعت 
13 نعتبر المعادلة التالية ذات ا جھول ا حقینی س والوسيط الحقيق ط : 
2س*- رو ده ی تطاوق ` 
اع ط حتی یکون[3 سا مذه العادلة . 
ات طل اشن 
74. نعتبر العادلة التالية ذات ا جھول الحقيق س والوسيط ا حقیق ط : 
ا اظس*-2(ط-2)س+ط -0-3 را 
) عيّن حموعة قم ط حتي تقبل اللعادلة (1) حلولاً . 
٠‏ ب) عيّن ط حى تقبل العادلة (1) حلين س' » س” 
قان :الساواة 4 اس "غك 7ش س* 
NS‏ داب فور نی سی راس للق بو 
طدس*+(ط -4) س + 2 ط =0 
.عيّن ط حى تقبل هذه المعادلة حلين س » س” 
نحيث يكون : 2 (س“+سنٴ) = 5 س کر 
6. نعتبر العادلة التالية ذات ا جھول الحقيق س والوسيط الحقيى ط : 
س و2 ط 1 )س + ( 3ط -1) (2ط -1 -0 


0 A 
ادرس » حسب قم الوسيط ط » وجود وإشارة الحلين س » س لحذه‎ )1 
العادلة‎ 


۱ 11 
2 احسب ط و س إذا كان ری 
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.8 


۱ 1 1 2 
3 عين ط حتی یکون : س + = 
2س'-3 2س“-3 3 


ات عندئذ » سٴ و س“. 

لیکن العدد الحقيق ط والتطبیق تار للمجموعة © في نفسها العرف کا بلي : 
تاو (س) -(2 - ط )س*+(ط -3) س +2 ط - 5 

1) عين ا حموعة مح العرفة كا يلي : 

مح =[ س دح : تم (س) 05) 

2 عين ط حى یکون العدد (+1) حلا للمعادلة تاو (س )=0 

حل » عندئذ » هذه العادلة 

3 بين أن (-1) حل للمعادلة تاو ( س ) =0 مها كان العدد ا حقیتی ط . 

استنتج أنه » مها كان العدد الحقیتی ط يختلف عن 2 ۰ بعکن وضع تار (س ) 

على شکل جداء كثيري حدود من الدرجة الأول . 

0 ناقش ؛ حسب قم ط » عدد حلول العادلة تا رس )=0 

احسب هذه الحلول بدلالة ط . 

5) هل يمكن تعبين ط حى تقبل المعادلة تار رس ) < 0 

حلين لما نفس الاشارة ؟ 

6 لتكن الدالة هام للمجموعة © في نفسهاء المعرفة كا یل : 

- س ”+ س +2 ۱ 

تاو ( س ) 

) عين » حسب قى ط ۰ مجموعة التعريف فر للدالة ها 

ب) اختزل هار ( س ) . ثم حل العادلة هار (س) --1 

لیکن کثیر الحدود تاو دس ) حيث : 
تاو ( س ) =( طة - 3 ط + 2 ) س*+(ط -2 ) س + 3 

عين محموعة قى العدد و طرصیں 

1) تقبل المعادلة تار رس ) حا ولا وخا 

2 تقبل المعادلة تا رس ) =0 حلين متساويين 


هاو ( س ) = 
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3 


.0 


3 لا تقبل المتراجحة تاو ( س )>0 حلا 
4) يكون العددان تاو (1) و تل (-2 ) موجبين 

5) کوت 3 جحلا للمعادلة تاو (س ) =0 

احسب » عندئذ » الحل الثاني . 

تاو ( س ) كثير حدود حيث : 

تار (س) = (ط - 1)س” - (ط + 3) س +2 (ط -3) 

عين مجموعة قى العدد الحقيتي ط حتى بقبل كثير الحدود تار ( س ) : 
1) جذرين جداؤهما يساوي 1 
2 جذرين متناظرين 

3) جذرين من إشارتين مختلفتين . 
4) جذرين موجبين 

أ ء ٴب عددان حقیقیان و تا تطبيق للمجموعة ج في نفسها معرف کا بلي : 
تا رس)< اس + مف 

1) عيّن ۱ء ب صمحیث یکون : تا (1) =5 و تا (-3) =4 
2 نفس السؤال من أجل : 


7 2 
e‏ تا (0) - 1 و " | = 3 
3 
1 7 3 
۳ ( -4 و تا (-1) --۔ 
2 4 


۰ ب » < أعداد حقيقية و تا تطبیق للمجموعة ج في نفسها معرف کا يلي ۱ 


تا رس )->اس*+ب س + < 
1 عيّن ۱ء ب » < حتی یکون : 
تا( 0 ) =3 و تا1-۱)-0 و تا( -<1 


1 
2 نفس السوال من أجل : تا (1) =0 و تا (-2) =0 و تا(3) = س- 
2 
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2. الستزي منسوب إلى معلم رمق ي) 


.84 


! » ب » ح ثلاث نقط إحدائياتها رق 4) ؛ ( 3 -3) 4 

1-9 -2) على الرتيب 

1) عين معادلات ديكارتية للمستقیات (اب) ؛ (1<)؛ (ماح) 
2) عيّن جملة متراجحات من الدرجة الأولى للمجھولین س ۰ ع محموعة حلوطا 
هي مجموعة 0 النقط م (س »ع ) 
داخل المثلث اب < . 


. ط عدد حقیق » ( ۵ر ) و (5, ) مستقمان معادلتاها على الترتیب : 


(ط-1)س -ععط =0 
2 ط س + 2ع + 0-1 


۳1 3 0 1 
1 بين أنه من أجل ط = -- یکون المستقمان 
۳ 00 


رهی) و ( د ) متوازیین تماماً 
1 
2 نفرض : ط لم 
2 
ی 8 ريت الستقیمین (هی) و (ظر) 
الستوي منسوب إلى معلم رم و ی) 
وھ رر ۳ ) مستقمان معادلتاهها على الترتیب : 
ئن "ور 
1 بین أنه من أجل ط = - 2 يكون الستقمان 
( در ) و (ھر نسوازین فان 
2 بین أنه من أجل ط =2 یکون الستقمان 
(طى) و (هی) منطبقین . 
3 نفرض ط 2-7 و ط +2 
مین » بدلالة ط » إحداثبي نقطة تقاطع الستقیمین ( هر ) و ( ۵ر ) وبين أن 
هذه النقطة تنتمي إلى الستقم الذي معادلته : س +ع -0 
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5. الستوي منسوب إلى معلم رم و ی) 


1) حل ء في «EXE‏ الجملة 
۱ (ط -1) س +2ع<ط +1 (1) 


ط س +2 ط ع = ط +4 )0 
حيث ط وسیط حقيق . 
2) عين قم الوسیط تی تکون العادلتان (1) و (2) معادلتي مستقیمین 
(ھو) و (ظر) على الترتيب . 
أنشىء المستقيمين (4,) و (هر) 
ین أن جميع المستقمات ( هر ) تشخل نقطة ابتة يطلب تعيين إحدائيها . 
3) عيّن العدد ط حتى يكون المستقمان ( هر ) و ( ُو ) متوازیین وأنشئه] . 


1 عملية داخلية في مجموعة الأعداد الحقيقية 5 معرفة كا يلي‎  . 


س ٭ ع = س ع -2 (س +ع ) + 6 
1) أثبت أنه يوجد : في ج » عنصر حيادي للعملية ٭ 
2 عيّن مجموعة العناصر المتناظرة بالنسبة إلى العملية ٭ 
3 أثبت أنه يوجد » فيج »> عنصر ماص للعملیة ٭ 


. نعتبر المعادلة التالية : 


رط +2) س"+راط -3)سن-5ط-0 (1) 
نکاس اعون ایی رط اط ھی 
1) عين » حسب قى ط » عدد حلول هذه العادلة . 
2 في حالة وجود حلين ش و س للمعادلة (1) » نعتبر النقطتين ج و و اللتين 
فاصلتاهما س و س على الثرتیب » في معلم (م ٠‏ و) 
) عين ط حتى تكون النقطتان ‏ و م متناظرتين بالنسبة إلى النقطة ! ذات. 
الفاصلة ١‏ -3) . 
حدد » عندئذ » النقطتين جم وو . 
ب) عيّن ط حتی تكون النقطتان و و چ مترافقتين توافقياً بالنسبة إلى النقطتين ! 
وم اللتين فاصلتاهها (-3) و (-1) على الترتيب . 
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ح) بین أنه توجد » بين حلي العادلة (1) » علاقة مستقلة عن الوسیط ط . 
استعمل هذه العلاقة لايحاد نقطتين ثابتۃ بتتین < ؛ و يطلب تعبین فاصلتیہم| بحيث 
يكون (ح ٤و‏ ء و ء ) تقسیماً توافقياً . 

۶ مستطيل محبطه 250 م . إذا أضفنا 0م إلى طوله و أنقصنا 5 م من 
عرضه ؛ لا تتغير مساحته . 
عین طول وعرض هذا المستطيل . 

9. رب 42 كتاباً على صف طوله 1,50 م . سك بعض الكتب 3 سم وسمك 
البعض الآخر 5 سم . 


لیر ۰ 23 
0 عين عددين طبيعيين الفرق بيا 90 ونسبتها س 
5 


1. عين عددین حقیقیین غير معدومین حموع یاک والفرق بین مفلویہم| 
1 
36 

2 عدد تلامیذ انوية مختلطة 1000 . 
بعد أن غاذر الثانوية 25 تلمیذا و 30 تلميذة » أصبح عدد البنین ضعف عدد 
البنات.ما هو عدد البنین وعدد البنات في هذه الثانوية ؟ 

3 عين: عددین طبیعبین الفرق بیپیا 6 و الفرق بین مربعيهما 216 

0و0 طول وت رس سس مھت 
تفرض أن م ثابت . عين قم ط حتی یکون للمسألة حل . 

5. عين ثلاثة أعداد طبيعية فردية متتابعة محموعھا 99 . 
۰ نفس السوّال إذا كان اخس هو 101 . 

6. ما هو العدد الطبيعي الذي ينبغى إضافته إلى کل من حدّي کسر للحصول على 
کسر يساوي ضعف لکے ا الأول . 
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الباب السابع 


حساب الثلثات 


ناقراس المرجهة 
:الزوايا الموجهة 


حساب الللثات 
العادلات المثلثية الأساسية 





إن معظم الفاهیم الواردة في هذا الباب ( مثل الرادیان > القوس 
الوجهة » الزاوية الوجهة ) تعتبر جديدة بالنسبة للتلامیذ وتستحق ااا 
وعناية أكثر بزويدهمپالناصر الأساسية في حساب اللات . 
فما بخص الأقواس الوجهة والزوایا الوجهة » - في شعبة العلوم - يكتني 
الأستاذ باعطاء المفاهيم الأساسية دون التوسع في دراستها . 


0۵ 


٠‏ لاقواس الوجهة 


1 الأقواس افندسية : 

1 - القوس افندسية : 

« تعن نقطتان ٤ء‏ ب من الداثرة ( 4 ) ذات الرکز م ونصف القطر ی 
قوسين هندستین وهما تقاطع الدائرة ( و )مع نصنی الستویین ا مغلقین 
اللذین حداهما الستقم (اب) 


٭ إذا كانت النقطتان ! » م متناظرتین بالنسبة إلى الرکز م یکون هاتين 
القوسين نفس الطول × س ( الشکل ) 0 


ه إذا كانت النقطتان 1 » ب غير متناظرتین بالنسبة إلى الرکز م تکون 
إحلبى القوسين ذات طول أصغر من × ہس » ترمز لپا بالرمز اب 
وتكون الأخرى.ذات طول أكبر من ٭ بى, ۰ نرمز إلا بالرمز اب . 
مجموع طولي هاتين القؤسين يساوي 2 × س وهو طول الدائرة ( ء ) 


1 


سه 
101 بت 


1 - قياس الاقراس افندسية : 

لقیاس قوس دائرة تستخدم الواحدات التالية : 

الدرجة ؛ الغراد + الرادیان . 

ه الدرجة : 1 

الدرجة هي قيس قوس دائرة طوها يساوي _- من طول هذه الدائرة : 


ترمیز:1" 
ه الغراد : 1 
الغراد هو قيس قوس دائرة طوفا يساوي س من طول هذه الدائرة: 
۰ ۱ 400 
ترمیز :1 غر 
ه الراديان : 
الرادیان هو قيس قوس دائرة طولها يساوي نصف قطر هذه الداثرة : 
ترميز :1 ر د 
٭ قيس نصف داثرة حسب الواحدات السابقة هو : 
0 ؛ 200 غر + 2 ر د 
٭ إذاکان قيس قوس حسب الواحدات السابقة هو » درجة ؛ ۵ غراد ؛ 
۳ رادیان 


يكون : 0 8 ۷ 





180 200 
بين الحدول التالي التقابل بین أقياس بعض الأقواس 





ه طول قوس داثرة : 
إذا کان ط طول قوس دائرة نصف قطرها ی وکان © قیسها بالرادیان 
فان : 
ھا 
2. الزوايا افندسیة : 
2- الزاوية امندسية : 
بحدد نصفا المستقيمين [ م س ) و [مع) قطاعين زاويين : 
القطاع الزاوي الناتيء ( الحزء .غير الظلل في الشکل ) 
والقطاع الزاوي کے الحزء الظلل في الشکل ) 





الٹرمیز : 

الرمز [ م س 1 ہے القطاع الزاوي الناتيء ر أو الزاویة 

الناتئة ) الذي رأسه م وضلعاه [م س) و 1[مع). 

« إذا تطابق نصفا المستقيمين [مس ) و [مع) فان الزاوية 
[مس ۰ مع] تسمى الزاوية المعدومة . 

٭ إذا كان نصفا المستقيمين [ م س ) و [ مع ) متعا كسين فان الزاویة 
[م س » مع ] تسمى الزاوية المستقيمة . 

2 - الزاوية المركزية : 


( 4 ) داثرة مركزها م 
کےا و کا 


الزاوية [ م ؛ م ب ] ذات الرأس م والضلعين [م1) ء دو سے 
زاوية مركزية تحصر القوس 7ب . 
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2 - قياس زاوية هندسية : 
رء) دائرة ذات الرکز م . [ ي س ء يع ] زاوية . 
توجد نقطتان !. ب من هذه الدائرة بحیث تکون الزاویتان 
[ي س » يع ] و نامعب ] متقایستین . 
2 
ص ۱ کے 
ي 
2 
لهذا فإنه هکن أخذ [ م1) و [ م م ) موازیین » على الترتيب ء لنصني 
المستقيمين [ي س ) و [ ي ع) ومن نفس الجهة ) 
إن فيس الزاوية [ ي س + ي ع ] هو قيس القوس الهندسية اب . 
إذا أخترنا وحدة للقياس فإن الرمز س يع يرمز به إلى قيس الزاوية 
| ياس ٠‏ يات ] . 
3. الدائرة الموجهة » المستوي الوجه : 
3 ۔ الدائرة الموجهة : 
( ی ) دائرة معطاة . 
م نقطة متحركة على الدائرة ( ٤‏ ) + یکن هذه النقطة أن تتحرك في 
[نجامین ممکنین . چس م 


( 
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إن توجیه الداثرة ‏ ى ) يعني اختیار انجاه للحركة من بین الانجاهین 
الیکتی 
إذا كانت ( ۶ ) و ( و" ) دائرتين موجهتين فانه يمكن معرفة إن كانة 
موجهتین فى نفس الاتحاه. أو في انجاهین متعا كسين . 


© 0 20 


( 6 ) و( ء ) موجھتان (5 ) و ( ء ) موجهتان 
ی نفس الانجاه في انجاهین متعا کسین 
3 - الستوي الوجه : 
إن توجيه الستوي يعي اختبار انجاه واحد للحركة عل و دواثر 
هذا الستوي ۱ 
سی هذا الا هام .الا ام انار او ارت 
والانجاه الاحر یسمی الانجاه غير الباشر أو السالب 






ان الاجاه الباشر الذي شتاره عادة هو الانجاه ا خالف لدوران عقارب 
الساعة . 


3ے الداثرة الثائیة : 


دائرة مثلثية كل دائرة موجهة ۲ ان قطرها يساوي واحدة 
الأطوال . 
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4 ۔ الاقواس الوجهة : 

4 2 تعربف : 

إذا كانت ! و م نقطتین من داثرة موجهة فان الثنائية ( ! » ب ) تعين 

قوساً موجهة . 

ریز ایا بالرمز م ...ہے 

اانقطة ! تسمی يدا القوس ہے 

7 ہے ی ان ترش بت 

- القيس الرئيسي لقوس موجهة : 

لنسمی 56 ونيا 2 كيرا بالرادیانات للقوس الوجهة اک ب العدد 

لقيو ۵ العرت کا یل : 

حا تطابقت ان ای تكو الس ی درت و 028 
د إذا كانت النقطتان ! » م متناظرتین بالنسبة إلى مركز الدائرة رر يكون 
r= 0‏ ۱ 

« إذا كانت التقطتان ! » ب متايزتین وغیر متناظرتین بالنسبة إلى مرکز 
الداثرة فان : 

11 الطلقة للعدد 8 هی سی القوس اطندسية 1 م مقدزّابالرادیانات 

AE EAE ا ھی لاہ‎ EOE 
: منطلقة من النقطة ! ومستقرة عند م‎ 
إذا تحركت هذه النقطة في الانجاه الباشر يكون العدد ۵ موجباً‎ 
. رر تحرکت و نف الاتجاه غو الباشز یکون اف مالا‎ 


سب 





و < 0 
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مثال. : القیس الرئيسي لربع دائرة موجهة يساوي : 


1 1 
إما + — راديان و اما جب راديان 5 
2 2 


ملاحظة : 

القيس الرئيسي لقوس موجهة » مقدراً بالراديانات هو عدد حقيق 
ينتمي إلى الخال ] - » ۰ 2 ] . 

4 - أقياس قوس موجهة : , 

( ء ) دائرة في المستوي الموجه وأ ب قوس موجهة من هذه الدائرة قيسها 
الریسی 0 بالراديان . 

لس آواشه سح لام تاو و وم توای اه تیه 
منطلقة من ! و مستقرة عند ب . 

عکن » بطبيعة ا حال » للنقطة م أن تمر بالنقطة ب عدة مرات.. 
لقو ان : 0 > 0 و 9 < 0 . 

» الحالة الأولى : 6 > 0 

- إذا تحرکت و في الاتجاه الوجب وعملت ك دورة ز كك 3 صہ ) ثم 
”یلھب لفط هتفرن إن قات 009 كد CEA‏ 
في الانجاه الموجب ونکتب : 

قيس 7م = 0 + 2 »ع كع كاه ص 1۱( ۱ 
.. إذا تحرکت و في الاجاه السالب وعملت له" دورة ( ٤‏ 3 صح ۲ 
استقرت في النقطة ب ‏ نقول إا قطعت 


) )0-2 +32( رادياناً فی الاتجاه السالب ونکتب : 


ہیں اب كات و3 2 واي 
ہے 2 ع (-ك“' - 1) 
0 +4 2 ۲ له كص 
۱ - 113 -۔ 


( بوضع ك = - لك - 1 1 
أي قیس اب دوه 042 ك صہ )2 
من (1) و (2) اد 
قيس ات >-2+0 ۰247 ( كدص ) 
ه الحالة الثانية : 6 < 0 
باتباع الطريقة السابقة حصل على نفس النتيجة السابقة 
قيس اب-9 +22 4 ك د ص 


اخلاصة : 


إذا كانت واحدة القیاس هى الرادیان وکان 6 القیس الرئیسی للقوس 
سم ۳ کے نم عم 1 


فان : 
2+0 :ل (لادصہ) 





4 - خواص آقیاس آقواس موجهة : 
انطلاقاً من النتائج السابقة يمكن التأكد من الخواص التالية 
الخاصة 1 : 
32 0 عم ۰ 0 7 
لكل قوس موجهة !م ما لا نہایة من الأقياس . 


نکر تا للفو ات . 


بكرن ور فا لاس ات ا5ا و رد کات 
0-0 =2 2 لك (لذدصہ) 





ابچ 114 بے 





° 3ع 7213 1 
ER (1‏ و قيسان لنفس القوس الموجهة لان : 


r 13 . 7 3 
7 8 سی‎ 
2 2 


و 78 من الشکل 2+ ك( كدص ) 
2 9 سان لقوسین ختلفتن لات 
4 - م ع 3م 
و 2 ك رك د صم ) 
الخاصة 2 (علاقة شال ) 





إذا كانت 1» م » < ثلاث نقط من دائرة موجهة (و) 


فإن : 





و یت ق ب سے - فيس 2+2۷ «لادصیم 








هه الخاصة نستنتعح أن 8 


کو 7 ہے ا ۲٢۲٢‏ 
۲ قيس !بص - قيس 2+1 ك ( ك 2 ص) ۴ 


و" 


J 








/ 


1 

. مثال : إذا كان ة قيسا للقوس ف كرك ۱ ۳ قیسا 
.3 

للقوس با 


۱ 0 ليس. القيس الوحيا. للقوس بت . 


/ 


1 ۱ 5 r5 
1 2 = مغل سسجت ن آخر للقوس ات أن ری سح وه حم تر‎ 
3 3 


08 
115 


الام + 

چو دان العدد اح ری 9 4 ومهاكانت النقطة 1 من الداثرة الموجهة ( و ( 

فانه توجد نقطة وحيدة م بحيث يكون » قيسيا ء بالراديانات للقوس 
ہے 

الوجپة اب 


تمرین محلول : 
ا نقطة من داد 7 0 
أوجد القيس الرئيسي لکل قوس من الاقواس التالية : 
سے ہہ ہس لم 7 
اب » اب ۰ اب علا ان : 


r 3‏ 
فل ا قيس 2 ۱ 
ہے 65 2 ۶ 4 
قيس اب = 
۳۹ 3 





6 ارسم النقط م + ب ؛ ب" على هذه الدائرة 


ا حل : 


لدينا SS‏ سي 


2 القسمة الإقليدية للعدد 123 على 4 تعطى : 
3 = 4 × 30 + 3 


کہ ی 
وصه 





۱ 
538 
3 
1 
کی 


ں الرئيسي القوس أ مو ہے 
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3 القسمة الاقليدية للعدد 65 على 3 تعطی 
5 = 3 × 21 + 2 
r 65‏ ( 3× 21 +7)2 





ومنه : 
3 3 

r 2 r 6 ۰ 

أي : = 21 م + 

3 3 





12 
۱ 2( تیان من الشکل + 2 ك2 حيث 
3 


[r+ ۰7-90‏ و كدص 


لنكتبه على هذا الشکل : 
12 2 
1 + سح 22 وس ور + د 
3 3 
7 
= م۵ سس اس 
3 


1 
جج 7 


5 ۰ 5 تھے 1 
القيس الرئيسي للقوس اب هو 3 
الأقياس الرئيسية السابقة تسمح لنا برسم النقط 


ما 4 تن بے" ( الشكل) 


۶۰۱ 


1 بے 


ے 
سب 


117 نے 


۱01 س 


1 ۔ الزاوية الوجهة لنصني مستقيمين : 
1 ۔ تعربف 
إذا كان [! س ) و [ مع ) نصني مستقيمين للمستوي الوجه فإن 


١ 
(<: الا‎ 2 


تعين زاوية موجهة نرمز إليها بالرمز (اس » بع) 






٭ نصف الستقم [1س) یسمی الضلع البداً للزاوية راس ‏ ماع ) 
ونصف الستقیم [ ماع ) یسمی الضلع النهاية لها . 

ه إذا كان 7!س) و 1 مع ) متوازیین وکان ما نفس الانجاہ تسمی 
الزاوية راس » م ع ) الزاوية العدومة 


» إذاکان [! س ) و[ ب ع ) متوازیین ومتعا کسی الانجاه تسمی الزاوية 
(اس » بع) الزاوية الستقيمة . 


سر 


ہے ا 
> سبي و ر 
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1 - آقیاس زاوية موجهة : 3 
(4) دائرة موجهة مرکزها م 
و «اس » ماع) زاوية برای 
لنصیی الستقیمین ‏ [1س) 
و [ بع) 

[ مس ) و [مع) نصفا 


مستقیمین معرفان کا يلي : 






[ اس ) و [(مس)) متوازیان وها 


نفس الاونجاه 
[ مع ) و [ مع ) متوازيان وا ' 
نفس الاتجاہ ب 1 


نضع : [ م س )۸ (4) =[1) 
(SN ( Ee]‏ =6{ 


92 ۱ 
نسمی قيساً » بالراديان » للزاوية الموجهة 


(اس » ماع) کل قيس » بالرادیان » للقوس الموجه و 
نکتب : قيس (اس » ماع )>(اس ۰ ماع) 





» القيس للزاوية الوجهة (راس ۰ ماع ) هو القیس الرئيسي 
للقوس اب" وهو عدد حقیتی ينتمي إلى احال ] -7۰7] 
1 - خواص آقیاس الزوایا الوجهة : 


من التعریف السابق ومن خواص أقياس الأقواس الواجهة نستتتح 
ما يل : 
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الخاصة 1 : 

لكل زاوية موجهة (اس » بع) ما لا نهاية من الأقیاس . 
O‏ للراوة وس 
يكون 0, قيسا آخر للزاوية الموجهة (اش ‏ بع ) إذا وفقط إذا 





كان : 8 -0 2-۰ 7 له ركد صم) 

الخاصة 2 : ( علاقة شال لأْقیاس الزوایا الوجهة) سا کات أنصاف 

الستقات [ اس ) + [بع ) [حص ) لدينا : 

( 1س + بع) +( مع حص) <(آس ۰ حص) +72 2 
رل دص ) 


من هذه الخاصة نستنتج أن : 





(اس ۰ بع)--ربع ۰ اس) +۰72 (لادصہ) 
الخاصة 3 : 

إذا کان [ اس" ) و [ مع“ ) نصني الستقیمین العا کسین على الترتیب 
لنصنی الستقیمین [ اس ) و [بع) یکون : 

(أس مع )=( س › صاع ) + +۰272 (دص) 
(آس ‏ مع )=( س »یبع) + 4٨2+‏ (لادصہ) 
(آس بع) -راس" مع )+412 (لادصی 
الخاصة 4 : 

إذاكانت 4 س )۰ [بع) ۰[ < ص ) ۰ [ ۶ ق ) أنصاف مستقمات 
















ل ہہ ا 


دا .۰ 






(اس ۰ بع) <(حص وق +22 2 


زاس دض كبن ہ٤‏ ق) +2 7 له 
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تادل تصني المستقيمين [سع) و حص ) ] 






(أس »ص ع )>( حص »وق ) +2 ۲ لك 
رو ق» بع) #۶ (حص ١١س‏ ) +2 2 2 


۱ تبادل نصنی المستقيمين [ اس ) و ف( 


1 - الزاوية القطبیة لنصف مستقم : 

» تعریف : 

[ م ي ) نصف مستقم ابت للمستوي الوجه . 

نسمي زاوية قطبية للصف الستقم 11س ) بالنسبة إلى نصف 
الستقیم [ م ي ) الزاوية الوجهة (م ي » اس ) 

یسمی نصف الستقم [ م ي ) مورا قطبیا للمستوي الوجه 

ملاحظة : ١س‏ 

إذا كانت لنصني الستقیمن ٠‏ 

[؛ س) و [ ص ع ) نفس الزاوية 

القطبية بالنسبة إلى نصف الستقم 

[مي) فان [! س) و[ماع) 

متوازيان و ما نفس الانجاه . ۱ 

+ قیس الزاوية الوجهة لنصني مستقیمین معینین بزاویتهیا القطییتین . 

[ م ي ) مور قطي للمستو الوجه . 

» و 8 قیسا الزاویتین القطبيتين على الثرتیب لنصى الستقیمین [ اس ) 

و [بع) بالسبة إلى نصف الستقي [م‌ي) . 

للبحث عن قيس الزاوية راس ۰ بع) بدلالة » و ۵ . 













مه 711:2 


لدينا : 
(اس بع) =( س ۰ مي )+( مي › بع) +2 2 ۵ 
= -(م‌ي »س )+( مي » مع) +2 2 لد 
- بو +4 +24 2 ك 
ومنه : 
2 - الزاوية الوجهة لشعاعین : 
2 - تعریف : 
ش وش شعاعان غير معدومین من الستوي الوجه مثلاهما على الترتیب م أ 


هي 


بالتعريف . الزاوية ا ۳ 
( م٠‏ م ) لنصنی المستقيمير 1 
(e]‏ [م1) 





إذا كان الشعاعان ش و ش“ متوازيين و كان لها نفس الاتجاه فإن الزاوية 
رش ؛ ش") هي الزاوية المعدومة . 

إذا كان الشعاعان ش و شٴ متوازیین ومتعا كسي الاتجاه فإن الزاوية 
رش نش ) هي الزاوية المستقيمة ٠.‏ 

2 - آقیاس زاوية موجهة لشعاعین : 


شن وش" شعاعان غير معدومين من الستوي الوجه مثلاهما على الترتیب 
4 ج۶ 
مم 
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نسمي قیسا للزاوية الوجهة رش ش" ) کل قيس لازاوية الوجهة 
إذا رمزنا اھ رت بش اشن( اوھ الرجهة رش اش ) کت 





رش ش )= (م!» م1)+2ءف (لادصہ) 
حالات خاصة : 

(ش » ش) ش )2 ۲ ك رل دصر ) 

رش بش ۰۵۲27 ( ك2 صر) 


(- شش › ش )= 4۸2+۸ › (لادصہ) 


2 - خواص : 
من خواص اقياس الزوايا الموجهة لنصني مستقیمین نستنتج اخواص 
التالية : 


یا كانت الات ی افو وی وو لها 







وو هاش )ات وش تكن ادم زاك دص 


رش › ش') = (ش ۰ -ش)) + ۸+ 2ك › (لادصہ) 








ہے 4 


e 5 4‏ 
رش ۰ ش )= (-ش ۰ ش ) +24۲4 2 ) ك د صہ 
(ش + ش) ع(-ش ہے ش)) +0۵2 كدص 


و ۳ و چگ دی کا 
» مها کانت الاشعة غير العدومة شم كن یوق لدينا 


E E,‏ جه ہے 
(ش »عش ) = ( ق »ق )+2 ۸ك 


ا كد و لد 
رش ٤‏ ف)>(ش »ق) +27 ۲ 2 





( تبادل الشعاعين ور و یں 


مت 


اب ح مثلث قائم ومتساوي الساقین 
ي نقطة من القطعة [ ب <] 


11 4 ے 0 
نعلم أن - قيس للزاوية ()م1۰<) و » قيس 


الراوية اراي > آاب) 

5506 أقياس الزوايا التالية 
سے ہے سس + 
Ewey set)‏ 





ي ee‏ 
۰ا >( =( اع داب وات + ای +2 = 
( ك3 صہ) 

ی 
1 
۶ 20 ہک ےار 


۰ 5ا عو ا دج ماد می 


ےو ی اون 
4 


1 »م ے ۶ 
4 
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ET‏ ہہ و ا 
إذن : (اب »ص <) =+ ۸2ل (لكادصہ) 
4 


Ge EGLE ES ۰‏ ووه 
(رلادصہ) ٠‏ حت 
دراي اس +(حا حب) +72 2 ( له دص : 


7 7 
-) +( + + 2 لد 
2 4 
123 
و دس +2 عوك 
4 
3 - الزاوية الوجهة لمستقيمين : 
3 - تعریف : 
نر ی ی 
الوا تساي اسم وج ی 
(۸) و (۵) 
نرمز الیہا بالرمز (ھ ۰ ۵ ) 
3 - قيس زاوبة موجهة لستقیمین : 
(5 ) و ره ) مستقمان من الستوي الوجه | نقطة من (ه) وا نقطة من 











رمن | 
ہے 
75 او 2 
سن و 2 


النقطة ! محدد على (۸) نصنی مستقيمين [ س ) و[ ع) 
النقطة ا تحدد على (8' ) نصنی مستقيمين 11 س' ) و [1ع). 
لیکن 4:قیسا للزاوية: (اس؛ من ) 


ے 125 . 


لدینا 

راس › 1ع )= (1س 1۰ س) +( س +ع )+42 » 
= 0+ +12 رك دصہ) 

کذلك 

(1ع ۲۰ س")<راع ۰ اس)+راس 1۰ س) +2 لك 7 
2+97 ك ع رك دصی 

و (اع ۱ع))ے(اع س ) +( س 1ع )+2 َء 
2+r+(Otr)=‏ ك 
>2+0+ر(ركغ (I+‏ 

نلاحظ ان کل قيس للزوايا الاریع الذ كورة آنفا الى ضلعها البداً هو 

ہدعو دب سور جب بی وت 

الشکل 9ء أو من الشکل و+(2 4 +1) 7 

فهو » ادا من .الشکل + لد ٭(لكادصہ) 

ای اعد 0+ ل 7 قیسا للزاوية الوجهة (۰۵ 1۵ ) 

ولكش + سے 

۱ (م.معع + 7 رل دصر ) 

3 س خواص : 

خواص أقياس الزوایا الوجهة لستقیمین تستنتج من خواص آقیاس الزوايا 


۰ ره ۵ ) ۲ (Ac A):‏ ره من[ + هه 





۰ رھ ۵ ) (۵ “نض + لد 1 





۰ (قءق) -(4 +۰+ء-ے رق ۰ ه) (ق 4)+ك 





۰ (قءق) =(4 )+ ص( ق( - لہ 


e‏ (۵) //۸۱ ) ک(ف ۵ ) = لک 7 كد صء 


1 
د ۵۱ 1 (ما) رمو ۸( =+ لع ع كدص 
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3 - تطبیقات : منصفا زاوية مستقیمین : 


(ق) و( ق') مستقمان و » قيس للزاوية الوجهة (ق » ق' ) لنبحث 
عن مجموعة المستقمات (۵) بحيث يكون 
(ق > ۵ <(ه ق) + رل دصی. (1) 





لدینا * 


8 








(ق »۰ ۵) = (ق » ق1) +رق" 4 ) + لك (علاقة شال ) 
= (ق »ق ) دق + ده 


=( ق »ق ) -(ق ۰ ۸) + ك 2 (حسب (1) ) 





ومنه : 








( ق › ۸) +( ق ۵ عرق ‏ ق) + 22 
باضافة ( ق ۰ 2 ) إلى طرئی الساواة السابقة 
إذن : 

2( ق ۵ <ه + كع 





1 7 
( ق ۰ ۸) = + لد ( لك دص (2) 
2 2 


في الساواة (2) العدد ك يأخذ جميع القم الصحيحة : فعندما يأخحذ القم 
الزوجية فإن الساواة (2) تكتب : 


1 
(ق ۰ ۵۸) << + لك 7 بوذ كع 2 ۶ 
2 کت 





لاما ال اقم الفردية فان الساواة (2) تکتب : 
هر لك =2 
ری ۵) = من + لكك ۸ بوہ ئ ح 2 ك + 1[ 
2 :2 
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وبالتالي بوجد مستقمان (4 ) و (هر ) يحققان الساواة (1) وها معرفان 
كا يل : 





1 
02 

7 1 

007 سين ( 2" دصی) 





یسمی المستقمان (ھ, ) و ( 4, ) منصني الزاوية الوجهة رق » قٴ) وها 
متعامدان لأن ۱ 


رھ ۵۰ )=( ٤‏ فق)+(ق ۰ ھ۵ )+لاء 


1 1 1 ۱ 
= سي + کہ اس داك r‏ 
2 : 2 2 


7 ١ 7 
ہام‎  ح‎ 
2 








3 


1 - مراجعة المفاهم الدروسة في حساب الثلثات : 
1 النسب الثلثية لزاوية حادة : 


الستوي منسوب إل معلم متعامد متجانس (م وءي ) 
ا ارم رت رما سے 
I o‏ ج 

2 نقطة من القوس 7م و » قيس للزاوية [ م1٠‏ م 2 ] . 
ھ السقط العمودي للنقطة ج على (ع۱) 
ل السقط العمودي للنقطة م على (م ب) 
آن : 
» فاصلة النقطة م هي جيب تام 
الزاوية [ م۰۱ مج ] الي قيسها » 


» ترتیب النقطة ‏ هو جيب الزاوية [ م1 . م ] الي فیسها ٭ 


م إذا كانت و ختلف عن کل من م و ب فان النسبة - 
۱ 2 کب 





0 





هي ظل 





لاو ات 


کب 0 


٭ إذا كانت النقطة چم تختلف عن كل- من ۴ و 7 فان النسبة -- 


رھ لس سور و ہج 5 








پھر ۲ 
عندما تنتمي النقطة م إلى اب فإن إحدائیہا موجبان وعکننا أن نکتب : 
جب » = مه : جب ه = مل 


1 - النسب الثلثية لزاوية حادة من مثلث قائم : 
م ق ك مثاث قائم في ق ؛ وه قيس للزاوية [ م ق » م ك ] . الداثرة ری ) 
التي مرکزها م وصف قطرها 1 تقطع [ م ق ] بي ! وتقطع [ م ك ) في هج . 
ب نقطة من (و) بحیث تكون 
الزايية لم لمم قاع ويام 
کو ال ا 7 
2 السقط العمودي للنقطة م على )م٢‏ 
ل السقّط العمودي للنقطةج على (م ب) . 






لدہنا : 
3 _ ك 
نگ «نظرية طالیس ) 
28 2 
ومنه : 
مك مم 


ق : 
اي کم و ( لان م2 =1( 
م ك 
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مف 























کور ۳۳ 
ي مك جب 0 ( بالتعريف ) ........ (1) 
كذلك ٠‏ قك م ك 
ک : من المساواة = 
۱ 22 جو 
قك ھ22 
مك مم 
ق ٤‏ 
مله : تے کے 
و 7 هم مل = جب » 
ق ك 
و ناد (2) 
5 الساه ات 7 
من المساواتين (1) و (2) نستنتج : 
قفا م ق 
= ظل » و 2 
مف ل 





اذا : 5 9 7 3 1 
1 کان 9 ف ا مثلثا قائما 3 8 2 0 
في .فى وکان »* قیسا للزاوية [م ق » 


















‪٠ 8 ۳‏ 5 
سوب ب نا 
ك 0 مك 
ق ك مق 





طلى به = 1 3 تظل به 
قك 
1 ۔ نتائج أساسية ٠‏ 
٭ إذا كان » و » قيسين لزاویتین متتامتين فان 


۲ 
کی » = 3 
۱ جب » و جب »= جب ي 


بش [3:اتے 





ه إذا كان » قبسا لزاوية حادة فان : 





فان : 


ع 





2 9 الدائرة الثلثية : 
الستوي الوجه منسوب إلى معلم متعامد "متجانس رم »و :ی) 


الداثرة الوجهة ( ء ) الي مرکزها م ونصف قطرها 1 تسمی الداثرة 





المثلثية الرفقة بالعلم (م » و » ی) 
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ی 01 اردان 
ال من الداثرة (ی) العرفة کا 
بلي : 

!001 ۰1-1 00+ 
ب(1۰0)؛ ب(1-۰00) 







2 - جیب تام وجيب عدد حقيق : 
إذا كان » عددا حقیقیا فانه توجد نقطة وحيدة و تنتمی إلى الدائرة المثلثية 
(و) بحیث بکون » قیسا » بالرادیان » للقوس اج 











ترتیب النقطة ‏ ونرمز إليه بالرمز 


جب 0 


إذن : 
إذا کان 2 السقط العمودي للنقطة جم على رم 
وکان ل المسقط العمودي للنقطة م عل (م ب) 
فإن : 


جب = م 2 ؛ جب به = م ل 
ه یسمی ور الفواصل حور جيوب المام ویسمی ور التراتیب مور 
ا جیوب . 
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ه نلاحظ أنه عندما تنتمي النقطة م إلى الدائرة المثلثية ( ئ ) فإن النقطتین 
2 ول تنتمیان » على الترتيب ء إلى القطعتین [( !ٴ؟] و [ب مب ]. 
ومنه : 

- 1< نجب » < 1 و - 1< جب »<1 
٠‏ نعلم أنه إذا كان » فسا للقوس 21 فإن کل عدد من الشکل 
7 عم 
22 وس سی قیس للقوس ج. 
وبالتاي : 


نجب (» + 2 ل ) = نجب » (لادصہ) 






جب ( » + 2 ك ) = جب به (لادصہ) 


ه من المساواة 





3 - ظل وظل نام عدد حقيتي : 
3 - ظل عدد حقیق : 

تعریف : 
» عدد حقیتی بحیث نجب » 07 . 





جب 0٩‏ 
ad‏ و هس زب 
0 جب 0 
أنه : 


إذا كان به عدداً حقيقياً فإنه توجد نقطة وحيدة م من الدائرة المثلثية ری) 
سر 
بحیث یکون » قیسا للقوس اه . 
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نسمي : 2 السقط العمودي للنقطة م على (م1) 

ول السقط العمودي للنقطة م على (م ب ) و (ه) ا اس للداثرة رء) 
في النقطة 1. 

إذا كان تحب » 07 فان النقطة و 
تلف عن النقطتين ب وب" 


والستقیم ( م م ) يقطع (4) في 

















النقطة ط . 
AO)‏ 
من توازي الستفیمین (4ط) و ووی وبتطبیق نظرية طالیس یکون 
اط 1 

لو ماف کے سے 1 

٤ 232۴ 7‏ 
كذلك من توازي المستقيمين (م!) و رك م ) وتطبیقا لنظرية طالیس 
توق اتا 

TZ 

بل سے سے Sees e‏ (2) 

غ2 کک ہے کت 

م 1 
)1( (2) نستنتج : س = 
م 2 31 
و الح ۱ مخت 
اي : ۲ EE‏ 
1 
۰ ہے جب »0 
اق ۰ج۲ - : 
1 جب 0 


لأن ۰ م - 1 4 مه = نجب » + أ ك دم = جب 0 


2139: 


و ے 2 2 
يسمى ا حور ( ۸ ؛ ى ) مور الظلال 
ه خاصة : 
من المساواة نجب2 0 + جب 0 = 1 


جب2 0 + جب »0 1 


Le 


07۰ عدد حقيق نحيث جب‎ ٥ 


حب 0 
نسمي ظل عام العدد » النسبة ونرمز إليه بالرمز تظل » 


حب 0 


0 
ںہ 





3 - قم جب جب › ظل ء تظل بعض الاعداد : ' 
ین الحدول التالي قم جيب تمام » جيب ؛ ظل ‏ وتظل الاعداد التالية 


1 1 1 1 
0 هس پات پات 


2 3 4 6 
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4 - العلاقات بين جیرب . جیوب تام وظلال عددین دو و مجموعها 


أو فرقھبا : ار آو کے 
2 


سس 

لدینا چس - ۲ 

لتكن و و و النقطتين د ن الداثرة المثلثية ( و ) بحیث یکون » قیسا للقوس 

2 ویکون و ) فيا للفوس اج 
تسح القوتان او و اما قوسين 

متعا كستين والزاویتان (م! ۰ م ج 

وارع یر تہ معا سیون 

عا أن النقطتين م و چا متناظرتان بالنسية لق 11 فلهبا نفس الفاصاة 

وترتیباها متعا كسان . 





IS 





لمكم 
لدينا : و = ہس 
لتکن م و م النقطتین من الداثرة المثلثية (و) بحيث يكون » قیسا للقوس 
او ویکون (*-») قیسا للقوس اج . 

تسمی القوسان اج و او" قوسين متكاملتين والزاویتان (م1 + م ج) 
و ( م۰ م ) زاویتین متکاملتین . 
النقطتان ج و م متناظرتان بالنسبة 
إلى (ب‌ب ) . 

فلهها فاصلتان متعا کستان وها نفس 
الترتیب . 





لدينا 0 ےہ + ۲ 

لتكن ج و ٴ النقطتين من الدائرة المثلثية ری ) بحیث يكون » قيسا للقوس 
۱ کار : 7 ۳ کر 

ام" ویکون (»+2) قیسا للقوس !و . 

النقطتان ج و م متناظرتان بالنسبة 


ال الرکز م . 


58لا 


فله| فاصلتان متعا کستان وترتسان 


جب ( + 2 ) = - جب هو 






جب ( » ۳ ۲ ) = - جب هن 


ظل (۰ ++ ) = ظل 0 





لدینا 0" = س دين 

2 
لتکن م و و" النقطتين من الداثرة المثلثية ( 4 ) بحیث یکون » قيسا للقوس 
پر 


1 1 ۴ حي حم 
اج و 7“ قیسا للقوس اج ۰ 
1 1 اک و وگ 1 
تسمى القوسان 21 و اج قوسين متتامتين والزاويتان الموجهتان 
رم .م م) و ( م۰ م ) زاويتين متتامتين . 
لقد رأينا أنه إذا كانت لدينا زاويتان متتامتان يكون جيب قيس إحداهما 
مساویا لجيب تمام قيس الأخرى » ويمكن تعميم هذه النتيجة على أقياس 
زاويتين موجهتين ومتتامتين : 





7 f 
لود‎ u 4 
2 


7 1 
لدينا ۾ < - + بو 
2 


بتطبیق النتائج السابقة يمكن أن نکتب : 


1 
=+( سره ) 
2 


= جب ( > > ) = جب ا 


1 1 
+( =( ردم ) 
: 2 


> تظل (-*) =- تضل ۶« 
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العادلات _الْثلثية الأساسية. 


1 - العادلات من الشکل تجب س = تجب » 

1 - الأعداد التي ها نفس جيب الهام : 

عو رو رد ربعت 
حون مسا رو وق قيسا 
لقوس 1 چ" 

یکون للعددین » و 8 نفس جيب 
القام إذا وفقط إذا كانت للنقطتين م 
و م نفس الفاصلة وهذا يعني أن 
النقطتین کے و و متطابقتان أو 
متناظرتان بالنسبة إلى (م1) 

ومنه النتيجة : 






نجباه = ٹجب ۵ سے أو 


0 < 6 + 2 2 لد 4 كك 3 صہ 
و ددم +2 ۲ لك ؛ 00 


1 حل ال عادلة نبجب س = بب » : 
0ود جس هت نا 
2 7 


النتیجة اشر ا ة السابقة تسمح بحل المعادلة : 
جب س = نجب 0 


س ع وو + 2 7 ك ۰ كدص 


أو 
- و +2 27 . كد صء 





م حلول العادلة جب س = تیب 35 هي الاعداد الحقيقية س 
3 
1 
E‏ س = +2 ع لك . لك د صہ 
3 
أ 
1 
س ع + 2 ع گر كد صہ 
3 
2) لنعتیر العادلة ذات ا جحھول س : 


1 
تب 2س نب ( +( رگ 
4 
لدينا : 


1 
س ےس ++ 2 رک ك د ص (ا) 
4 


دا 


7 
5 ۳ +( +2 جك .كص )ر2( 
4 


1 
(1) ج ب == +2 ۸ل. ك د صہ 


اون کت 0507 كد صہ 
4 
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حلول العادلة (م) هي الاعداد ا حقیقیة س حيث 


7 
SEES‏ لك د ص, 


3 


او 


r 
رجا ی‎ 
12 


3 لنعتبر المعادلة ذات ا جھول س : 


ب( س-5) ب( مہ ) م0 
3 6 


لدینا : 
1 1 
ی با aE‏ 
3 6 
(م) ہے او 
٠ 5‏ ۱ 
س-=-( +( +2 7 . كص (4) 
3 6 
العادلة (3) ليس ھا حل 
1 1 
)4 جه 2 س ے -- - ب + 2 2 3 . كد ص 
3 6 
7 
ج س = + »لك لد ص, 
12 


إذن حلول المعادلة (م) هى الأغداد الحقيقية سس حيث 


1 
س = لك و كدص 
12 
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1 ۔ حل العادلة نبجب س = ط : 
ط عدد حقيق و (ء) الداثرة المثلثية الرفقة الع رم + م1 مبت) 
ع 2 5 5 3 ٤‏ حصيو 
الأعداد الحقيقية س الي تحقق تحب س = ط هي أقياس الاقواس اج 
بحيث تکون فاصلة ۾ هي ط 
ه إذا كان ط ۰1-15 1 ] توجد على الأقل نقطة م من الدائرة (ئ) 
فاا ط 
۱ 3 و 2 
إذا كان » قيسا للقوس 21 فان حل. المعادلة محب س = ط يؤول إلى 
أمثلة : 


1 
2 


ا r‏ 1 
۳ ن 2 رک کے 
۳ .3ج 2 
۳ 1 
۰ 2 7 


1 


7 
۱ س عا + 2 7 لك ) دس ] 
3 


۱ 
ai 
کے‎ 


7 ۱ 
کے یت دد( 
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1 


2 





نعل أن تجب 


حلول المغادلة 2-1 تجب س =0 هى حول العالة 


2 
3 - م 1 3 
جب س = جب - وهي الاعداد الحقيقية س حيث : 





r 2‏ : 
س = د ۸2ل ۔ كد صہ 
3 


او 
r2‏ 


مسن = دب ب 2 »ك . كدص 
3 
3 نعتبر المعادلة تحب س = ] 
نعل أن تجب 0 -] 
جب س = 1 <> جب س تجب 0 


س =0+ 1۸2 . كدص 


ل 


b 
0 
8 
با‎ 
1 
ی دا‎ 
نے‎ 
ہے‎ 


حلول العادلة تجب س ) هى الأعداد نید س حیث 


4 نعتبر العادلة تجب س 2ت 1 
عم ان 1 
جب س = - 1 جک جب س:< ج۔تحب 7 
س = 7 +2 رك لك د صہ 
جے أو 
س = - ع + 22 ۰3 كد صم 
س <(2 2+ 1) ۰7 كدص 
سے أو 
س = ( 2ك - 1) 7 كدص 
العددان الصحيخان ( 2ك -1) و (2 ك+ 1) فرديان وکیفیان 
بمكن کتاہتہما على شكل موحد (2 4 +1)» كد صم 
إذن : ۱ 
حلول العادلة تحب س =- 1 هی الأعداد الحقيقية 
و سرپ کلاس روس قاع 
2 العادلات من الشکل جب س = جب » : 
2 1 - الاعداد الى ها نفس الحيب : 
» و 8 عددان حقيقيان » ج و و نقطتان من الدائرة الثلثية (4 ) المرفقة 
بالمعلمى (م ما مب) 
e‏ اج 
يكون للعددين » و 8 نفس ا جیب 
إذا وفقط إذا کان للنقطتین و وم 
نفس الترتیب وهذا يعني أن 
النقطتین م و و متطابقتان أو 
متناظرتان بالنسبة إلى (مب). 





146 _ 


ومنه النتیجة : 
به < ۵ +4 2 ك ؛ كد ص, 
جب » = جب م + | أو 
u‏ = حم + 2 7 لكك ع كد ص 
2 ۔ حل ال عادلة جب س = جب » : 
نعتبر المعادلة جب س = جب » حيث س هو ا جھول الحقبتي و » عدد 


حقيق معطى. النتيجة ا حصل علا في الفقرة السابقة تسمح بحل المعادلة 


جب س = جب 09 





س = + 2 ۸ك › لا دصہ 






جب س = جب ا ہے او 





س = » دهع 23724 كه د صم 
1 1 ع 
6 ` 


حيث : 
7 
2 372 ك 3 صہ 


3 


او 


7 
وپ رت ك د صہ 


1 
أي وج رت ك د صہ 


او 


r 5‏ 
س --- + 2 »ك » دصہ 
6 
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7 
2) نعتبر المعادلة جب 2 س < جب ۱ ا ہی ( رم 





لدينا : 8 
r‏ 
ہی یں ك د صم 
(م) جه او 
1 
2 س < 2 - ۱ مس +272 . كد ص, 
r‏ 
ا كد صہ 
7 أو 
23 
رخ شی لقع ك د صہ 
4 
1 2 ك 
س ڪه 4 كد ص 
12 3 
تک 
13 


E‏ ل د ص 


إذن حلول المعادلة جب 2 س = جب ) 
الأعداد الحقيقية س حيث 
رج 72 ص2۵ 

٣ = س‎ 

3 12 


د | < 





> كد صم 
او 
r 3‏ ۱ 
90 0 كد ص 
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3 نعتبر العادلة 2 جب* س - 7 جب س + 3 - 0 (1) 
نضع جب س =ع ونحل ا لحملة 
۱ اع = جب س 


و 
2 -7ع + 0-3 (2) 


1 
2 
من أجل ع = 3 حصل على المعادلة جب س = 3 التي ليس ها حل ومن 
۱ 1 1 
أجل ع -- نحصل على العادلة جب س = - والتي حلوفا هي الاعداد 
2 و : 
ا حقیقیة س حیث 
1 
س - - + 2 217 كدص 
چپ 


3 


أو 
r 3‏ 
س > -- + 2 ع 3 كد ص 
٠ |‏ 6 
إذن حلول العادلة (1) هی الأعداد ا حقیقیة س حیث: 
1 
میں ےہ d2‏ ك د ص 
6 
أو 


r 5‏ 
"دس 2 2 كدص 
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2 - حل العادلة جب س = ط : 

ط عدد حمّيق و (5) الداثرة الثلشة 

الاعداد القيقية س :الى ففق جب س ‏ ط هي آقیاس الاقواس اج 

بحيث یکون ترتیب ۾ هو ط 

٭ إذا كان طا[ - ۰1 1 ] لا بوجد حل للمعادلة جب س = ط 

٭ إذا كان ط ۰1-15 1 توجد على الأقل نقطة م من الدائرة ری ) 
ترتیہا ط 

إذا كإن » قیسا للقوس ؟ م فان حل العادلة جب س = ط يؤول إلى حل 

العادلة جب س = جب به 

أمثلة : 


3 


2 


م پ3 


"90" 008 


3 
حلول العادلة جب س = هی حلول المعادلة 
و ۲ 


23 


جب س - جب - وهی الاعداد الحقيقية من حیث 
وت 


7 
.س = ¬+ 2 ك ».كك د صم 
3 
او 
1 


ریو موہ كك د ص 
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اي : 
7 
۳54 2 41 كد ص, 


3 


او 
12 
سب و وض 
3 
2( نعتبر المعادلة 1 + 2 جب س = 0 
۱ 5 


لدینا 2+1 جب س =0 ج جب س = 
2 


CE 


حلول العادلة 1 + 2 جب س ک0 هی حلول العادلة 


8 r 
1 
س - - + 2 ع لك كك د ص‎ 
6 
أو‎ 
1 
س < ۲ - مہ +2 2۳ كص‎ 
6 1 
: اي‎ 
1 
س -- - + 2 رظ ك 3 ص‎ 
۱ 6 
أو‎ 


7 
000 كد ص 


حا ره ۳ 


3 نعتبر المعادلة جب س = 1 


عل أ گر 
ا 


1 
جب س = 1 جه جب س = جب -- 


2 


1 
ع سيد كد ص 


ج أو 


1 
E‏ ك د صہ 


1 
نے تد ك د صہ 


جے و 


1 
E‏ ك د صہ 


1 
جے س = + 2 ع كع ك 3 صہ 
2 


حلول ا لعادلة جب س = 1 هي الأعداد ا حققة 


1 
س حيث س ع + 2 رٹ ك د ص 
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4 نعتبر العادلة جب س --1 (1) 


وت ۱ ع 

7 7 

: ۳ 
1 

مسج 
2 


زی وہ جج رت كد ص 


1 
دی جج کٹ 
أو 


1 
ےت 922 كه + 1غ رو وص 
2 


7 
ل == + 2722 رل دص,) 
2 
حم ۲ 
1 
كعد 2 22 ا اکس 
2 


بوضع ك + 1 - لد" 
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ادن : 
حلول العادلة جب س -- 1 هی الأعداد ا حقیقیة س حيث : 


1 


یھو فا یه من بعاد 
لدینا 2 > 1 
ذن لیس للمعادلة جب س - 2۷ حل 


3 - العادلات من الشکل ظل س = ظل » 
3 2 الاعداد التی ها نفس الظل : 
» وم عددان حشقبان > ور 6 
النقطتان من الدائرة المثلثية (ئ) 
2 ۳ ۱77-0 

بحیث يكون » قيسا للقوس !و و 8 
3 7 > کر 
قيسا للقوس اج 
نسمی ط نقطة تقاطع الستقیمین 
رم م) و(ھ): وط نقطة 
تقاطع الستقیمین (۵) و (م وٴ) ھ) 
یکون للعددین » و 8 نفس الظل إذا وفقط إذا كانت النقطتان ط و ط' 
١‏ متطابقتين وهذا يعني أن النقطتین چ و م متطابقتان أو متناظرتان بالنسبة إلى 
النقطة م 
فعندما تکون. ‏ و ٴ متطابقتین 
یکون ۰ =8 +2 2 .۰ دص (1) 
وعندما تکون ج و م متناظرتین بالنسبة إلى م 
یکون » =8 + 7+ 2 رٹ ك 3 صہ 

< +2 (4+ 1 ۰7 كص„ (2) 
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يمكن كتابة (1) و (2) على الشكل الوحد 
و orn d+. B=‏ الك امن 
لأن : 
من أجل قم كٴ الزوجية نحصل على (1) ومن أجل قم ك' الفردية حصل 
على (2) 
ومنه النتيجة :, 
ظل » = ظل 8 جه » = ۵ + 7 د ص 


2.3 ب حل العادلة ظل س = ظل به 
نعتبر العادلة ظل س = ظل * حیث ص هو ا جھول الحقيق و » عل د 
حقيق معطی : 

ظل س = ظل به حده س = » ۱ ك » ك دص 





أمثلة : 
ول ا ف ی هي الأعداد الحقيقية س . 


1 
حيث س -- + كك و7 4 له دصہ 
4 


2 تبر العادلة ظل 3 س = شل ( 2س | (م) 
لدينا : 


1 
(م( جه 3 س -- - 2 س + ۰72 كد صہ 
3 


71 
۳ 0 4 كد ص 


7 لك‎ r 


جے کا 


5 15 





> كو ص 
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هي الاعداد ا حقیقیة س حیث 
rid >‏ 

بن 5 
15 5 

3 ۔ حل العادلة ظل س = ط 

مها يكن العدد الحقيق ط يوجد » على الأقل » عدد حقيتي » بحيث 





> كد صء 


يكون ظل × = ط 
أمثلة : 
£ 1 
کو و سو 
وو 


جلول العادلة ظل س = 1 هي حلول العادلة 


1 
ہے و ل کر یت 


1 
س = - + لك ع > ك و ص 
4 
2 نعتبر العادلة ظل ك = ا3 
۱ 2 
رظان راو 
۳ ل ٭ہ — “> 
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7 گے سے جے و و ا ٠‏ 
٥‏ "مم" 


1 
م داح NE‏ كد ص 
2 3 


r 2‏ 
عن و كد ص 


حلول العادلة طل سد - 3 هي الأعداد ا حقیقیة س حیث 


r2 
ربچ وو 1 ك د صہ‎ 


3 تس العادلة ظل 2 س - تظل س 
نم أن تظل س<ظل ( 2 -س) 
ظل 2 س = تظل س کہ ظل 2 س = ظل(. 2 س ) 


جه 2 بحت 


1 
س = سح س + كك م ع لك د صہ 
2 


1 
جے 3 س -- + 3 ۲ ۰ لك د ص 
2 ۱ 








1 71 
کچھ او کس > كد ص. 
6 3 
حلول العادلة ظل 2 س = تظل س هي الأعداد ا حقیقیة س 
ع ri‏ 
حث : س = م 3 كد ص 
6 3 
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تمارين 
الزوايا الهندسية : 


1. الأقياس ٥‏ 8. 7 لزوايا مثلث متناسنبة » على الترتيب » مع الأعداد 
IZ‏ 
1) أحسب هذه الأفیاس. بالدرجات ویالغرادات وبالرادیانات 
2) ما هي طبيعة هذا الثلت ۴ 


2۰ نفس الأسكلة إذا كانت » » 8 . ۷ متناسبة » على الترتيب » مع الأعداد 
1 ۰1 2. 


3 نفس الأسئلة إذا كانت ۰ 8 ۔ ۲ متناسية » على الترتیب ۰ مع الاعداد 
1 ۰2 2. 


4. إل » بالراديانات » 2 بالغرادات ؛ أقياس الزوايا الى أقياسها : °10 + 
4°18 53 4 1 + 135 + 200 . 


ا بالدرجات ء ثم بالفرادات ؛ أقياس الزوایا التي أقياسها : 
r2 7‏ 123 73 723 


ردب رو رد حرو و رد. 


8 4 5 5 5 


۰ ) عبر » بالدرجات وبالغرادات ء عن الأقياس : 


r13 r7 7 
سرد رده‎ 


5 6 20 





OFS‏ تو و کترف 


2 حول إلى الدرجات والراديانات الأقیاس : 
0 غر؛ 25 غر ؛-47,8 غر؛ 1230.غر 

3) حول إلى الراديانات والغرادات الأقياس : 
6 ۳345+ ۳15 ۰702 ۱ 
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5 لحسب ‏ بالرادیانات وبالغرادات وبالدرجات الزاوية احصورة ون عازن ساعة 
عندما تشم هذه الساعة إلى : 
» الساعة 12 و 30 د 
ه الساعة 1 و 20 د 
ه الساعة 2 و 55 د 


یس سرن لیک و و O‏ 
۳ مس 
احسب ب <! وقیس زاوية المنصفين للزاويتين 
[ بآ ؛ ب < ] و[حاء<با] 


0 


9 اب > مثلث . ه نقطة تقاطع أعمدته . 
ھ۷2 2 
0. قيس قوس دائرة هو 50" وطول هذه القوس 3> سم . 
ما هو نصف قطر هذه الدائرة ؟ 
1 داثرة (ی) نصف قطرها 2 سم . ! و ب نقطتان من (و). 
۱ ۲ پھر 7 


ناس را ی یہ فان بر رھ یف طول وی اب 
يساوي 9 سم . 
ما هو قيس هذه القوس بالراديانات وبالدرجات ؟ 
3. لولب خطوته 2 ثم ( أي عندما يدور هذا اللولب دورة كاملة » ينغرز بعمق 
` قدره 2 2) . 
1) بكم ينغرز هذا اللولب إذا دار بزاوية قدرها ۲۰63900 ۰ 
2 ما هي الزاوية التي يدورها هذا اللولب إذا انغرز بعمق قدره 23 ثم ؟ 
الأقواس الموجهة : ۱ 
4 اب < مثلث متقایس الاضلاع و (ء) دائرة موجهة محيطة به . الانجاه 
او رت ای ماد E‏ ہے مود 
عيّن قيسا مقدرا بالراديانات لكل من القوسين اب و !اح . 
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15. اب حو فربع و (د) داثرة موجهة محرطة وه ۴ 
الاتجاه السالب على (ی) هو الانجاه من ! تجوت ٠‏ سيو ہے سے 
عيّن قبسا مقدرا بالراديانات لكل واحدة من الأقواس ای )اج او . 
6 (و) داثرة موجهة و م نقطة من (ئ) . 
عين النقط ۱ء ماء جح ك »ل » م»2 من الداثرة (4) بحیث تکون 


7 73 3 1 23 2 
هتسه دم وی لام م ہی سس أقياسا» على 


الترتيب » للأقراس وا نمم ) و <» مگ ول 2م“ و 2 . 
ما هى النقط المتقابلة قطرياً ؟ 


7 اب حو ف كل مج هوى مضلع منتظم و ( ۷ ) دائرة موجهة. محيطة به 
رالشکل). ٠‏ لي كسرع 
عيّن قیسا مقدرا بالرادیانات لکل ك ۳ 
قوس من الاقواس التالية : 











و 
AEE‏ وه و 
کے 0 
مب . 
ےَ‌ 7 
8 . عیّن الأقياس الرئيسية للأقواس الوجهة الى آفباسها هی : 637 ٭ , د + 
7239 7:27 ۱ 
- ردب - + د 1650+ - 4857" 
6 7 
r15 5 0 3 5‏ 
9. عين الاقیاس الرئيسية للاقواس الوجهة الي افیاسها هي : رد ؛ 











r4 r 57 . x 2‏ 
ردپ - رد 128رد ردب 7125رد؛ 

3 4 3 

r 5 r5 r I11 712‏ 
سرو )ې روپ ردې 10 وب دب ہم رد 
3 6 2 6 
r110 r 167 r 28‏ 

5 رد ؟ رد ؟ ای ا 

4 5 3 
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0. القيس الرئيسي لقوس موجهة هو 2 رد. 
1) أثبت أنه يوجد قيس وحيد » لهذه القوس حیث 
د49 + 22+49[ 
2 أثبت أنه يوجد قيس وحيد 8 هذه القوس حيث 
38[ 39 ¢ -39 +۲2 ] 





ہر .ہرز 
0۰ ب » ح ثلاث نقط من دائرة موجهة + » و6 قيسان للقوسین اب وب < 
الالات التالية : 
r 4‏ 715 
پچ چچجوو تر تچ رجہ 
3 6 
13 13 
سب وس 
2 
712 13 
و سے ا ہے وق س 
3 4 
r7 r 50‏ 
0 << و مس تہ 
3 4 


2 (۶) داثرة موجهة نصف قطرها 4 سم . 


12 ١ 
اب ء < ثلاث نقط من (و) بحيث يكون العددان ع‎ 
3 


7 کے سيل 
و( = ) قسین » عل اتب » للقوسین اب و ا<.. 
3 


سر 


1) عیّن القیس الرئيسي للقوس ب < . 
یط e‏ تک ےو 
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3 ( ۲ ) دائرة مثلثية و | نقطة منها . 
عين النقطتین .و " نحيث یکون العددان 1560 و (- 2025 ) قیسین » 
میں E‏ : 
بالدرجات » للقوسين أو و 21 ۰ على الترتیب‌یر 
احسب » بالراديانات » القيس الرئيسي للقوس و و . 
4. ( ۲ ) ذائرة مثلثية نصف قطرها 5 سم . 
تتحرك نقطة و على الدائرة ( ۷ ) » في الاتجاہ الموجب ء منطلقة من ! ومستقرة 
میگ ہے 
عين القيس الرئيسي للقوس اب إذا قطعت النقطة م مسافة قدرها 12 سم . 
الزوايا الموجهة لنصني مستقيمين : 
25. [مس) نصف مستقم من المستوي الموجه . 
1) ارسم انصاف المستقمات [ مع ) ؛ [مص) ؛ [مف) بحيث يكون : 
1 ا بللل د 77ھ 


(مس و مع)--؛ (مس ۰ مص) عست ) 
و رر تو وا 


ڪڪ 1 
EE‏ قي 

2 أحسب القيس الرئيسي لكل من الزوايا التالية : 
ےو وض احم تساف وم لاير 


ع ۳۳3۳۳ 1 
6. نفس القرين علا أن : دو ع 0 


جڪ ٠.‏ 8 ۔ مججحت 2 
وہ A‏ رق رر مو وت 


7 (س س ) و (عأع) مستقمان متقاطعان في النقطة م . 
1 احسب «م س ۰ مع )+( مع ۰ م س) 
و رمع مس )+( مس ›مع) 
2) استنتج الساواة : 
رم س + مع ) = ( م س › مع ) +22« 2صہ) 
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8 [ مس ) مور قطي للمستوي الوجه . 
[م صہ ) و [ م ص ) نصفا مستقیمین » 0 و 0" زاویتاهما القطبیتان » على 
الترتيب » بالنسبة إلى [م س ) . 
ليخ رس سوہ سي 
CoE CRC CE COTE‏ 
کہ أقياس الزوایا القطبية لنصنی المستقيمين [ مع ) ؛ [مع ) بالنسبة إلى 
[س). 
الزوايا الوجهة لشعاعين : 
9 اب ح؛ مربع نت راب ٢٤ئ)-۔-‏ 
[م س ) حور قطبي للمستوي اموجه أو » قيس الزاوية القطبية لنصف المستقيم 
[ اب ) . 
أحسب أقياس الزوایا القطبية لأنصاف الستقیات [ ص ح) 4 (حو)؛ 
(ح؟) بالنسبة إلى [م س ) . 
0 اناه مقلث.. 


سے 1 


1)احسب م = ( اب ائ)+(حا حب) +(بح : ب!) 
2 أثبت أن : 
دي ا كر مسف 0 +راب ۲ +2 
31. ارسم الت اب < علا آن : رل د ص,) 
سح کے 1 کت هه 1 
!< - 8 سم ؛ رای اب)۔-؟ (حاے حب)--۔۔ 
کے 4 3 


تأكد من هذه النتيجة باستعال الشكل . 
2. ام دح مثلث متساوي الساقين حيث اب -1ح 
ایت 21ح ى) بدلالة 7 وم 


تطبیق : ارسم الثلث اب > علا أن : 
سپ 72 
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3. اب < مثلث ؛ ء نقطة من القطعة [ م <] حيث : 
تج سحج 1 
باح بو ؛ واعدو<ه (ب جح ںب ۴) عم 


ا 5 لات ریم د 


4. اب ح مثلث من المستوي الوجه حيث : 


ے سے 713 
اب حج ؛ ماح -مق؛ ربا بم) ےپ 








پچ 


ء نقطة من الستوي . نضع : حیوے ٦‏ و وی اعدو اور 
عين ۲ و0 لكي یکون الرباعي اب حو متوازي أضلاع . 
هل يمكن أن يكون الرباعي اب حو معيّنا ؟ 
الزوايا الموجهة لمستقيمين : 
5. (ق ) و (4) مستقمان من المستوي الوجه . 
( ق ) و (6') مستقمان عموديان » على الترتيب على (ق) و (۵). 





أثبت أن : رق ۵)عرق ۸ +2 رك دص 


6 7 )و( 7 ) داترتان مرکزاهما م و م' على الترتیب ‏ متقاطعتان في النقطتین 
0 6 مب . 


(ھ) ا اس للدائرة ( ١‏ ) في !۰ (ه ) ا اس للدائرة ( 37 ) في !. 





أثبت أن : (هءه')- (امء1م')+عك (لادصہ) 
7. اب < مثلث قائم في ۱؛ ھ المسقط العمودي للنقطة ! على (ب <) 

آنث آن : RES OES‏ (كدصہ) 
العلاقات المثلثية الاساسية : 
8. س عدد حقيق » آثبت أن 

2 (جب س نجب س)* = 2-1 جب س تیب س 

3 ( جب س + تچب س )” + ( جب س - تچب س )” = 2 

4) جب“ س - جب“ س = جب* س تیب س 
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3( 
ت" س 


4) جب“ س - نمي * س 


40 


.41 


.42 


.43 


.4 


.45 


.46 














. س عدد حقیق » آثبت آن : 
جب* س 1 
1( 1+ = 
م 2 2 
ین سن 1 
2 1+ = 
2 2 
3( ےے ص ہر یر ہے 
1 -جب س جب س 
u )4‏ 
یں س 1 + جب س. 
و 13 
احسب جب اس و جب س إذا کان م < س < س وظل س = 2 


۳ 5 1 1 
احسب جب سب وجب بن إذا كان < س < 72 وظل س = 
2 


و 5 1 
احسب جب س وظل س علا أن ---< س <0 وجب س = - 0,3 


7 5 ۱ 23 
احسب نجب س وظل س |ذا کان << س <2 7 وچب س = - 0,6 
2 
أثبت أن : ( 1 + ظل” سح 1 + ظل"ع ) > (تجب*ع = جب س ) 
1 


سب عدد حقيق حیث 0< س >< 
ب 2 
1 


1+ ظل* س 
۶ 2 5 
2) احسب جب سب ونجب سب علا أن ظل س = 1,5 
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8. ب و ع قیسان : بالرادیان : لزاویتین 
۱ 5 8 
نت أن :سب | SS‏ ) 1 
۰ 2 2 2 1 
کی اف تحت لہ ای 
9. سب وع قیسان . بالرادیان لزاویٹین 
تچب س + جب ع = 1 


ابت ان : رصجع دى- | و ۱ 
جب س + جب٣‏ ع = 1 
70 09 ا 
ایی 
1( ات أن : ۳۱ 
2) نضع !فط . 
ب 


» قيس . بالرادیان للزاوية [ اب ال ] حيث »3 7 


مرج | 





اث آن : ب <-2ط بت تو بلط جب 42 
آستنتج ان : 
و موی و 

1. (ی) دائرة مرکزها م ونصف قطرها ی 

أو ب نقطتان متقابلتان قطريا في الدائرة (و) و م نقطة من (و) نختلف ء 
5 

به قيس » بالراديان » للزاوية 11ج + اب ] 

کت اف سار مر لااو یس 

2( نسمي و نقطة تقاطع الستقم (اج) و ا اس في النقطة م للدائرة (ف 
اه ها تا و 

3 ادرس الحالات الخاصة التالية : 
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یسم 


2 اب > مثلث قائم في الزاوية ! و اب <- 60" 
1( ات بت بالدرجات 
2 ب هي نظيرة النقطة ب بالنسبة إلى النقطة ) 
ماه ی 
3 نضم م <=ط ؛ اح له ارب دل 
al‏ ان 
ادم" یا وا لا لك 
a‏ لآ 
3 اب 2 مثلث مساوي الساقن ت ان دانم 
ا السقط العمودي للنقطة ! على (ب ح) وص السقط العمودي للقطة ف 
على (!<) حا 
نضع : اب-ط و 221 » 
1 "شتف اللأطوال ١‏ واي ٢۲۶۷‏ بآ یت جانا لال 
العددين ط و » 
2 بالتعبير عن الطول ب < بطريقتين مختلفتين 
نت أن : جب 2-82 جب ٠‏ نجب بو 
3) بالتعبير عن الطول <١‏ بطريقتين مختلفتين 
أثبت آن : تیب 2-1-2 جب ٠»‏ 
و تحب 2 » = جب به - جب به 
4. عبر عن الاعداد ا حقیقیة التالية بواسطة جب س » نجب سب»ظل س » 


نظل س 


1 723 723 
۾ بب ( + ) 7( ج( ) 
2 2 
73 
م تب( ۰7۳ ] ۾ ج( بت ] 
۰ 2 
17 
3( ب( سس ) 9( غل( »-س ) 
2 


723 75 

۾ تب( + ] مم غل( + ) 
2 2 
73 09 

م جب(س- ) 11 غ( ) 
2 2 


6 جب( س- 9 ] 2 [ -+دء) 


35 0 عدد حفیق . رت ا جامیع التالية ۳ 
1) تحب (» + ۲) + تحب (ہ+2ء)+خحب(ہ-ء)+تحب (۲3-0) 


2( مب [ +ه )+ جب رم ی + جب (۸+») 
2 


r7 ۲ 73‏ 
3( مب لله )+ نب[ )+ جب (3 7 +0 ) 
.2 2 


- تحب ( 7 ۸۲ -») 


4 ظل ( × -» ) + ظل (» + ع ) + ظل (2 + -» ) + ظل ع 


2 
r 5 7 r 3 7‏ 
5( س( -») +( :+ ) +( +( 
2 2 2 2ئ 
6. سب عدد حقيى » بسط ا جامیع التالية : 


1 2 تجب*(- س ) + نب (- س ) +1 


2 جب ( ۸ = س) -2 جب ( ۸ - س) +3 


1 1 
2 2 


1 
4 جب اورسٹ أب ارسیت | 
2 2 
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العادلات الاثیة الاساسية : 
7 حل » في ۰۴ العادلات التالية  :‏ 


2۷ 


1) نجب س = 


1 7 1 
2 جب | 2 س-۔ ۹+-۔-0 
4 


3 4 نب“ س + 1 = 0 
4 4 تچب س ‏ 1 -0 
١ 1‏ 1 
5) 2 بجحب 3س ل |= 1 
3 
3-3 5 1 
6 جب 2 س = نج - 
4 
7 تچب س = 1 
8 نجب2 س + 0-1 


9( مب د س = هب [ 2-س) 
7 


1 ۱ 12 
0ص غب 5 سن = جب | سد من 
3 


1 1 
4 3 
8 حل » في ج » العادلات التالية : 


9 سی پا ہے 
5 2 


3۷ 


2 جب 5 سل = س 
2 


3 2 جب س +3 - 0 
4 2 جب س - 3 = 0 
169 


5 4 جب*س- 0-1 


7 2 جب س +2 -0 


(ae 


1 
9( جب 2 س جب [ گس ) 
3 


0 جب ( سب ) جب (س + ] 
3 4 
7 12 
11( جب( د س + ) ب | دس ) 
3 3 


9. حل » ي a‏ العادلات التالية. 
r‏ 
2070ء۶ 


2 ظل س ح 1 
3 ظل* س - 3 = 0 


4( پر( دس )3۷ 


ى 07 5 

مع سول 6 
عد و( 
7 
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0 حل » في ج ء العادلات التالية : 
21 جب س- 3 جب س + 1 = 0 
2 2 چ س - 7 جب س + 3 - 0 
و وص ات 5 زب و سو عات رو دن 
4( ظل * س + (/أ3 + 1 ) ظل س + با3 = 0 


5) 2 جب 2 س -3 تج 2 س + 1 - 0 
1. حل » ني ج ء المعادلات التالية : 


5 1 1 
1( جب( 6 س + )- هب [وس-) و 0< س < 2 7 
3 6 


r 3 


2 جب س = جب - و نجب س <0 
10 


1 
3( جب 2 س = جب [ 9-2 س ) و -7<س <3 7 
2 


4 نجب 2 س < نجي س و 0< س<۸2 


SATs 


الباب الثامن 


الدوال العددية 


8 - عمومیات على الدوال العددية لمتغير حقيق 
9 2 الدالة التالفية 
0 2 الدالة س ہب اس + ی س + ح (07#۱) 


۱ 
1ے الدالة سب (ا۶ویں 
س 





لقد قدّمت في السنة السابقة بعض المفاهيم الأولية التعلقة بالدوال 
العددية ( محموعة التعریف » التغیرات ۰ القثیل البياني لتطبیق ال ي 
ي هذه السنة » تعمم هذه المفاهيم وتدعم بات كن التلامیذ ا 
كاملة لدوال عددية أخرى + س ہے 1 س2 + س + حح 


1 
و سب( 0) 
سض 


وتطبيقاً لا ورد في البرنامج فان مفهومي الباية والمستقيم القارب قد تم 
استخراجها انطلاقا من أمثلة بسيطة . 
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عمومیات على الدوال العددية لتغیر حقیق 


1 - الدوال العددية لتغیر حقيق : 


تعریف 
تسمی کل دالة لمحموعةالأعداد الحقيقية ج في نفسها دالة عددية 


إذا كانت تا دالة عددية للمتغير الحققي سب فان العنصر تا ( حب ) یسمی 
صورة العنصر سب بالدالة تا 
العنصر ‏ بسمی سابقة للعنصر تا ( س) 
مجموعة تعريف الدالة تا هي حموعة عناصر ا حموعة ع التي ها صورة في © 
بالدالة تا 
أمثلة : 
1) الدالة تا : مهم 

۱ س به 3 س2 
هي دالة عددية للمتغير ا حقینی سن 
مجموعة تعريفها هي المجموعة ح 
ےچ جج 1۳ 
2 الدالة ها : + ۴ 

۳۹ هی دالة عددية للمتغیر الحقيق س 
سلا ١‏ 

جموعة تعريفها هي ا جموعة ج باستثناء 1 
فيج جر 1ع 0 ۳1( 
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3 الدالة عا : > ج 
س ہے 21 داس 
هی دالة عددية للمتغیر الحقيق سب 
تکون هذه الدالة معرفة إذا وفقط إذا كان 2 - س > 0 
فى <] -*۰ 2 ] 
4) الدالة التي ترفق بکل عدد حقيي سب العدد الحقيتي تجب سب هي دالة 
عددية للمتغیر الحقیی ‏ وتسمی الدالة جیب نام 
جب جج 
مجموعة تعريفها هي اجموعة ح 
5) الدالة الي ترفق بكل عدد حقبي س العدد الحقيق جب س هي دالة 
عددية للمتغير الحقيق سب و تسمى الدالة ایب 
جب ۰ 
مجموعة تعريفها هي المجموعة © 
6 الدالة الي ترفق بکل عدد حقیق س العدد الحقينى ظل سس هي دالة 
عددية للمتغير الحقيق سب وتسمى الدالة الظل 
ظل :۰ )2 


س بت ظل س 
نعلم أن ظل س معرف إذا وفقط إذا كان تحب س 07 
1 
يجب س = 0 جه جب س = ٹجب ۔- 
2 


1 
جه س = + 7 ( كو صر) 
2 
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إذن محموعة تعریف الدالة الظل هی ا حموعة ج باستثناء الاعداد الحقيقية 
1 ۱ ۱ 

من الشکل + راو (كادصہ) 
2 .۳ 


2 - انجاى تغبر دالة على محال 
2 - تعاریف : 

لقد رآینا في السنة السابقة ما بلي : 
ادا اعتبرنا » مثلا » الدالة .تا ۰ س ب3 س 
وأخذنا عددين كيفيين س وس فإن العددین 0" 7 تا( ٢‏ ) 
مرتمان في نفس الترتيب بالنسبة لترتیب العددين س و سب وقلنا إن الدالة 
تا متزايدة تماما على ج . 
وإذا اعتبرنا الدالة ها : س ب - 2 س وأخذنا عددين کیفیین سن وس 
فان العددين ها رسب ) و ها وب ) مرتبان في الترتيب العكسي بالنسبة 
لترتيب العددين س و س وقلنا إن الدالة ها متناقصة اما على © 
وبصورة عامة يمكن إعطاء التعاربف التالية : 
تا دالة عددية وى على محال ل . 
تعريف 1 : 
تکون تا متزايدة ماما على ل إذا وفقط E‏ 


۷ ول باس ول : سپ دس ےتا رسب ) < تا رس ) 








عریف 2 : .سس 
تکون تا متزايدة عل ل اذا وفقط اذا حقق ما , 
متزار حمق 


۷ ول ۷ى" د ل : س دس > تارس) 








2تار 


تعریف 3 : 
تكون تا متناقصة تماما على ل إذا وفقط إذا حقق ما يلي 


۷ص دل لاس ول : س حدس > تا رس ) > تاوس ) 
1 7 


ے178 تے 


تعریف 4 : 
. تکون تا متناقصة على ل إذا وفقط إذا حقق ما یل 


۷س دل لاس ول: س اک ای وا 
1 2 1 2۰ 1 2 






تعریف 5 : 
تکون تا ابتة على ل إذا وفقط اذا تحقق ما يل 


۷ س دل , ۷ سب دل : تارس) عتارسر) 


إذا کانت الدالة تا ]یا متناقصة و[ما متزايدة عل ل تقول انا رة غل ل 

أمثلة ۰ 

1) الدالة العددية تا : س ب س متزايدة تماما على ا حال 0 » +۰[ 
لأن : 0ب رھ 2 ص سو 

2 الدالة العددية تا روو مہ با ماما عل أغال ته 06م 
لأن :.س <س <0> و ا ھا 

3 نعتبر الدالتین العددیتین 
س به جي س 
س به ی س 

باستعال . الدائرة الثلثية نلاحظ 





أنه إذا کان : 0< س < سې <- فان جب س < جب ار 
1 2 و 
ا 1 ۳ ۳ 
وإذا کان : 0< س < س <- فان يجب سل > بجحب سار 
1 2 1 


1 
الدالة ا حیب متزايدة تماما على [ 0 » - ] والدالة ال حیب مهام متناقصة تماما 
٠ 0‏ 2 
] 
2 
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2 - نسبة تزايد دالة 

إذا كانت دالة عددية تا متزايدة على محال ل فان النسبة 
۵ مع واب كن OC‏ 

س اسن ۱ 
1 2 

س و سلب واذا كانت تا متناقصة على ل فان النسبة 
تا ر سب ) تا ر س 
E E‏ یو ات کان 


له ہے كن 
1 2 






ارس ) تاوس ) ۱ ۲ 

تسمى النسبة ع 1 زسبة تزايد الدالة تا بين 

س ا س 
1 2 


العددين ا حقیقین ا حتلفین سس وس 
2 


من هذا التعريف ومن التعاریف السابقة نستنتج ما يلي 
ه تا متزايدة تماما على ل جه ۷ س ول » لاس ول رس لس 
تارس )تار 
1 2 < 
س سر 
٭ تا متزايدة على ل جه لاس ول » باس ول وس # سر ) 
4۶ 
س - س 
« تا متناقصة ماما على ل جه لاس ول لاس ول رس مس9 
تار س ) - تار سی 
لش < 0 
س اسن 
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« تا متناقصة على ل ج لاس ول » ۷ے ول رس وس( 
تارس )- تاوت ) 
1 2 م 
۳ س اسن 
1 1 2 
٠‏ تا ثابتة على ل جه لاس ول » ۷ے ول وس وس ) 
707 و 
كن میں 
1 2 
2 جدول تغرات دالة 
إن دراسة تغیرات دالة تا تعني تعيين ا لحالات من محموعة تعريفها الي 
تكون فا تا متزايدة وا حالات الى تكون فما تا متناقصة 
إذا كانت تا متزايدة على المحال 17 ب ] نرسم ا حدول التالي 
ہی |1 ت 


ھجت 


و إذا كانت متناقصة على ا حال (اءب] نرسیم الحدول التالي : 
نى |1 ب 


3 ال ںیل البياني لدالة 
رم و وی 
3 ۔ تعریف : ۱ 
تا دالة عددية معرفة على ا حموعة ف ۱ 
القثيل البياني (ي ) للدالة تا ني العلم رم » و ي) هو مجموعة 
س وف وع تاوس) 
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احموعة (ی ) تسمی أيضا المنحني المثل للدالة تا 
العادلة ع ح تا ( س) تسمی معادلة النحي (ي) 

مثال : 

المنحنى الممثل للدالة تا : سن ب24 س + 1 

هو مجموعة النقط و ( ب »ع ) من الستوي بحيث يكون 
س د ۳ وع <2 س+ 1[ 
ونعلم أن ع -2 س + 1 
هي معادلة مستقم رھ( 


.)۵( 





٭ الدوال الزوجية 

تا دالة عددیة معرفة على ا حموعة ف من ج 
تكون الدالة تا زوجية إذا وفقط إذا تحقق ما یل 
۷حصوف : - س ودف و تار(-س) ستارت) 









امثلة : 
1 الدالة العددیة س س2 زوجحة اوہ 


۷ں وج : - من وج و( س 2ے س 


1 ۰ 
2( الدألة العددية گن سے زوحبة از 


۱ ہم 4 بت مو د ا 
ECE‏ ل وان و 


3 الدالة العددية سب تحب سل زوجية لأنه 
۷وج : س دج و جب ١‏ س) تی س 
إذا كانت الدالة تا زويعنة: وکاڈ 
ري ) عثيلها البباني في المعلم التعامد 
رم و ی) فان النقطتين 


۳ سء تاوس ) و 


۳ س » ترس ) ما 





فاصلتان متعا کستان وترتیبان متساوبان » فهها متناظرتان بالنسبة إلى محور 
التراتيب 


حور التراتیب هو ور تناظر للمنحني (ي) 

۰ الدوال الفردية 3 

تا دالة عددية معرفة على ا حموعة ف من © 
تکون الدالة تا فردية إذا وفقط إذا تحقق ما يلي 





۷ص وف : - س دف و تا(-س) -- تارس) 
أمثلة : 
2 
1) الدالة العددية س به فردية لأن : 
س 
.کے 2 
لاس وج٭ : - سوج تست ديد 
۔_ س سس 
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2) الدالة العددية س به جب س فردية ن 
۷ج : سداس وج و جب (-س) = - چب س 
3) الدالة العددية س ہے سة فردية لان : 


“ليوج ہو ےک و بإخاص ہے سے 
إذا كانت الدالة تا فردية وکان 


(ي) عمثيلها البیانی بي المعلم 
( م ٠‏ و » ي) فان النقطتين 


۳ س » <( 


: ۳ دس =( لما فاصلتان متعا کستان وترتیبان 





متعا كسان فه| متناظرتان بالنسبة إلى النقطة م 
لمبدأ م هو مركز تناظر للمنحني (ي) 
«دورية دالة : 


تا دالة .عددية معرفة على ا حموعة ف من © 
وعدد حقيق موجب غير معدوم 





یکون العدد ء دوراً للدالة تا إذا وفقط إذا قى ما یل 


۷ص دف : (س‌+و) دف ‏ (س و)دف 






و تا( س +ی - تارس) 
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أمثلة : 
1) العدد 2 7 هو دور لکل من الدالتین 
س ہے چی س و س ہے یں س 
او مها یکن العدد ا حقینی سب لدینا 
رس+2) دج رس -2) وج 
و جب (72+1۳)<جب س و نجب (س +2) تی س 
2 العدد × سو دور للدالة سب ظل س 
لانه مها يكن العدد الحقيق سد من محموعة تعریفها ف لدینا : 
رب +7 ) دف . ( ست - × ) دف و ظل رس + -ظل س 
ملاحظتان : 
ه إذا کان 5 دوراً للدالة تا ھن الواضح أن : 
۷ س دف : تا رس +2 ی تا سیب 
تا رسب +3 و ) = تا رس) ب تارس-و) تاوس) 
وبصورة عامة يمكن التأكد من النتيجة التالية : 
۷حىدف ؛ لاك دصہ : تاوس + وك) 2 تاوس) 
« إذا كان و دوراً للدالة تا و ري ) تمثيلها البيالي فإن كل نقط 
(ي) الي فواصلها من الشكل سن + وك . (لدص) 
ها نفس الترتيب تا رسب ) ولرسم المنحي ( ي ) يكنى رسمه في محال 
طوله ی ثم انامه باستعال الخاصية السابقة . 





1 - تعريف : 


نسمي دالة تالفية کل دالة عددية تا للمتغیر الحقيق س العرفة کا 
بل : 





تا ( س ) = س + ب حيث !وب عددان حقيقيان 


|ذا کان ب معدوماً نقول O‏ ضط 
اه كان سا کرت الناله ۶ اڈ 
أمثلة : 

1) الدالة : س ب>ه-2 س +1 تالفية . 

2 الدالة : س 4 س تالفية وهي خطية 
3 الدالة : س ب - 5 تالفية وهی ثابتة 

4 الدالة : س به س2 +1 ليست تالفية . 
2 - دراسة الدالة تا : س ت4س 

ه مجموعة التعریف : الدالة تا معرفة على ۴ . 


۰ انجاه التغير 
مها یکن العددان الحقيقيان ا ختلفان س و س, 
تنا 


7 7 الات 


ا ہر س, لو 
عا أن هذه النسبة موجبة تماما فإن الدالة تا متزايدة تماما على ج . 


ه دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد | س | : 
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سس 10 210 310 10+ 

تا(س) 40 400 | 4000 40000 
نلاحظ أن قم تا ( س ) تکون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما یکون س کبیا . 
والسوال الذي عکن طرحه هو : هل عكن جعل تا (س ) كيرا بالقدر 


الذي نريده ؟ 


وبتعبیر آخر : هل يمكن جعل تا رس ) أكبر من أي عدد معلوم ل ؟ 
لدينا : 
تا رس ) > ل جه 4 س > ل 

ل 


EE COA 
4 


ل 
إذن ےج کس 


: 1 
الي سر تی 
رغ کات ال 


إن تا رس ) يؤول إلى ما لا نباية عندما يؤول س إلى ما لا نہایة 
ونکتب:: تا(س)>++ه عندما س + مه 


ومن جهة آخری نلاحظ » في احدول التالي : 
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أن قم (-تا(س) تکون كبيرة أكثر فا کتر بقدر ما یکون (- س 
00 کے هنا » القول زن : 

(-تار .))>++» عندما (- س )+ 

نقول » في هذه الحالة » إن : 

تا ر س ) يؤول إلى ناقص ما لا نهاية عندما يؤول س إلى ناقص ما لا نهاية 
ونكتب : تا( س) ۰-۰ عندما س > - به 

ه جدول التغيرات : 

نسجل ني احدول التالي نتائج الدراسة السابقة : 


7 7 + مه 

ا وی 
٠‏ المثيل البياني : ف السٹری المنسوب إلى العلم (م ء و » ى) المنحي 
المثل للدالة تا : س4س هو مجموعة النقط و (س ۰ع) من 
الستوي حيث : 
س دج و ع<4س 
هذا الستقیم يشمل البداً م ومعامل توجيهه 4 





3 - دراسة الدالة تا : س ب -2س+1: 
٠‏ مجموعة التعریف : الدالة تا معرفة على ج . 


- 185 - 


ه اتجاہ التغير 

مها كان العددان الحقيقيان الحتلفان س و س, 

لدينا : 

تارس ) -تا(س,) کرو و تد سر سے مات 
رن سس سن کا 


7 ےج 
ٹن 2 

عا أن هذه النسبة سالبة تماما فان الدالة تا متناقصة تماما على ج . 

ه دراسة الدالة تا من أجل القم الکبرة للعدد | س | 

الحدول التالي بعطی بعض القم الكبيرة للعدد س وقم تا ( س ) ا ناسبة 

ها : ۳ 

+10 310 210 10 7 

تا(س) -19 -199 -1999 19999 


نلاحظ أن قب ( - تا رس ) تکون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما يكون س 
نفس السؤال الذي طرح ني الثال السابق يمكن طرحه هنا : 
هل بمكن جعل - تاس )) أكبر من أي عدد معلوم ل ؟ 








لدینا : 
- تا ( س ) > ل جه - (-2 س + 1 ) > ل 
1+ ں 
یی شک و 
ادن : 
7 1 +ل. 
لكي يكون (-تا(س))>ل يکي أخذ س > ١‏ مثلا 
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1+ ۱۱10 
للحصول على - تا رس ) > 10 يکي أخذ س > 5 


ونعبر عن هذه ا الة بالقول إن : 

تا رس ) یژول إلى ناقص ما لا نہایة عندما يؤول س إلى ما لا نہایة 
ونکتب : تا رس ) > عندما سے + ه 

ومن جهة أخرى وبطريقة مائلة نحصل على ما يلي : 

یؤول تا رس ) إلى ما لا نہایة عندما يؤول (- س ) إلى ما لا نهاية . 
نقول ی هذه اکا ان : 

تا رس ) يؤول إلى ما لا نهاية عندما يؤول س إلى ناقص ما لا نہایة 
ونکتب : تا (س ) ۰+« عندما س ۰-۰« 

ه جدول التغرات : 

نسجل في ا حدول التالي نتائج الدراسة السابقة : 





2 سن +1 سسب بي ا 

ه اثمثیل البياني : في الستوي النسوب إلى العلم رم »و ی ) النحي 
المثل للدالة تا : س ب»--2 س + 1 

هو محموعة النقط وج (س ۰ع) من الستوي حيث : 

ونعلم أن ع .2 س + 1 هي معادلة مستقم . 

لرسم هذا المستقيم یکنی آشذ نقطتين منه مثلا النقطتين ‏ (0 > 1) و 
ب (۰1)»-1). 





4 - دراسة الدالة التالفية تا : ش باس +ب 
الدالة التالفية س باس + م معرفة على ج . 


ه انجاه التغیر 
مها كان العددان الحقيقيان ا ختلفان س و س, لدینا : 
رسك اراس اق ارمح راس ام 
سن تاه س, گر 
یی سو ا 
م > ا 
يز ثلاث حالات : 
إذا كان 0-14 تكون الدالة تا ثابتة على © . 
إذا كان !> 0 تكون الدالة نا متزايدة تماما على ج . 
إذا کان 1< 0 تكون الدالة تا متناقصة تماما على © . 


٭ دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد | س | 
كا رأينا في ا ثالین السابقين عکن التأكد من النتائج التالية : 
1 إذا كان 1> 0 فان : 
تا رس ) ۰+ عندما س > + م 
تا رس ) ۰-۰ عندما س ماي 
2 ذا كان !<0 فان : 
تا رس ) ۰-۰ عندما س > + م 
تا ( س ) ۰+ عندما س به - ص 
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ےھ ہے 9 موسي زب ير co‏ 


ه الدمثیل البياني : في الستوي النسوب إلى العلم (م » و » ی) ) المنحي 
المثل للدالة التآلفية س ب اس + ب 

هو حموعة التقط 2س ۰ع6) من الستوي حيث : 

ونعلم ای 000 توجببه 1. 





)<0( 
ملاحظات تتعلق ععامل توجیه مستقم : 

نذ كر فما بلي بعض النتائج التعلقة ععامل توجیه مستقم : 
٭ معامل توجیه الستقم الذي يشمل النقطتین 2 (س, ۰ع) 


وه (س, ٤ع‏ ) حيث س ۶ سر هو السبة : ب ي 
س, لر 
» إذا كان ! و 1 معامل توجيه المستقيمين (ھ) و (4) فان : 
اداج (۸(//)۵ٴ) 
٭ إذا کان ! و1 OE CA OE E‏ 
متعامدا ومتجانسا' فان : 
20-77 
- 189 - 





الدالة س !س + م س + <(07۱) 


۰ - دراسة الدالة تا : سب س2 

۰ مجموعة التعريف 0 ۱ 

الدالة تا معرفة على ج . 

۰ اجاه التغير : 

مها كان العددان ا حقیقیان امحتلفان س, و سر لدينا : 





ل 
ع كير و یار 
_ اسر سیي)(صم, سو 
عن سن 
جسن ۶۶١‏ سر 
إذا كان س >0 وس >0 وس يدس فان : س + اس > 0 
ولذا كان س <0 وس <0 و س لاس فان : س +س <0 


ادن : 
الدالة تا متناقصة تماماً على ] - © » 0 ] ومتزايدة تماماً على [ 0 + +« , 
لدينا : 


تا (0:2)0 و ۷س < ۳ : تارس ) >نا(0) 


سم العدد رت القہمة الصغری للدالة تا . 


3 درا ہی الدالك تا من اج ل الفم الكبرة الد اس |. 
پا 7 : و ۳ 1 ا فم ا ) در 4 تکون كبيرة أكثر فأكثر بعدر 


د عم 


فى رج ا | 1416 
ل سس ما 3 اا 7 ۰7 32 
یسر )| 210 ۱ ۵ {1O ji:‏ 


1960. 


لنفرض أن س موجب و لنبرهن أنه يمكن جعل تا ( س) أكبر من أي عدد 
معلوم موجب ل . 
تا رس ) > ل ج س* > ل 

ہے س > ال (لأن س موجب) 
لكي يكون تا( س ) > ل بكني أخذ س > بأل (مثلاً للحصول على 
تا (س )>210: یکی أخذ س > 10؟) . 
نعبر عن هذه الحالة بالقول : 
إن تا( س) يؤول إلى ما لا نباية عندما يؤول س إلى ما لا نهاية 
ونکتب ؛ 

تا رس ) ۰+ عندما س > + م 

وبطريقة مماثلة محصل على ما يلي : 
يول تا رس ) إلى ما لا نباية عندها يؤول -١(‏ س ) إلى ما نباية . 
نقول » في هذه الحالة إن : 
تا رس ) يؤول إلى ما لا نباية عندما يؤول س إلى ناقص ما لا نہایة . 
ویک 
تا رس ) ۰+۰ عندما س > - م 


۰ جدول التغيرات : س | مو 0 + مه 
نا(س)|+ مم + مہ 
» الدمغیل البیانيی : کو نہ 


الستوي منسوب إلى العلم (م + و» ع) . 

النحي المثل للدالة س >١‏ س” هو محموعة النقط و «س ٠ع‏ ) من 
الستوي حيث سدح وع = س”. 

لرسم هذا المنحي ننشيء بعض الثقط منه . 


E 


الحدول التاليي بعطی إحداثيات هذه النقط 





يسمى هذا النحنی قطعا مکافتاً رالشکل 1 ) 
نلاحظ أن هذا اق يعدن 
النقطة م 90 
جاورة للنقطة م حصل على منحن 
له المظهر المبين في الشکل ا حاور . 





من جهة أخرى نلاحظ أن الدالة تا زوجية : 
۷س دخ : )2 
وتا(س)>تا(-س) 

إذن » في المستوي النسوب إلى معام 
متعامد » ور التراتيب هو مور 
تناظر للمنحني . ( الشكل 2 ) 
تسمي النقطة م ذروة القطع 
الکافیء 
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2 - دراسة الدالة تا : س سب -2 س2 +3 


ه حموعة التعريف 
الدالة تا معرفة علی 2 . 


ه انجاه التغير : 
مها يكن العددان الحقيقيان الحتلفان س و س ‏ لدينا : 
5 5 نار 8 
ار وعمس عق کرے میں 30 
وک ار س نام 


کو مق کو 


و گنر 
>2 وس + س,) 
إذا کان س >0 واس >0 وس لوسر فان : 
Rg Ra?‏ 
إذا کان س <0 و س <.0 و س سر فان : 
- 2( س + س )>0 
إذن : 
الدالة تا متزايدة تماماً على ] - © » 0 ] ومتناقصة تماما على ۰07 + هه 1 
لدینا : 
إذن: ۷ سدع تا(س)3تار(0) 
یسمی العدد تا ( 0 ) القيمة العظمی للدالة تا . 
٭ دراسة الدالة تا من أجل القيم الكبيرة للعدد | س | . 
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نلاحظ » في الحدولين التالیین 

310 - 210- ۱02 ۳ 
19997- 1997- (03 تاس‎ 
10 10 10 98 
19997 1997- | 197- E 


أن قبم (- تا ( س ) ) تكون کبيرة أكثر فا کثر بقدر ما تکون قم | س | 
کر 

کا رأینا ی الامثلة السابقة عکن الا کد من النتيجة التالية : 

تا رس) ۰« عندما س ۰۰ 

تا رس ) ۰-۰ عندما س +- 6ه 


۰ حدول التغرات : 


سس | می 0 + هه 


3 

تآ(سن) اہ 
٠‏ الدمثيل البيافي : 
المنحنى (7) الممثل للدالة : س بل>+-2 س2 + 3 هو محموعة النقط 
م( س »ع ) من الستوي حيث س دج وع --2 س*+3. 
اندر انان یعطی احدائیات بعض الفط عن 





اد را رن ری السويه إلى معام متعامد تحصل على منحن له 
الظهر البين ق الشکل التای : 


حور التراتيب هو حور تناظر )٦(‏ . 
ذروة القطع المكافيء () 
هی النقطة ء (۰0 3) 





1 
3 دراسة الدالة تا ٠‏ س >1١‏ س2 -2 س +1 
2 


: مجموعة التعريف‎ ٠ 
لوا اس تا ا‎ 
ه انجاه التغر :ٴ‎ 
1 1 


۱ ۱ رمق س2س +1) رس -2س +1) 
تلاس )-تا(سر) "2 2 


ا ف “ان جن 


1 
OT 


2 


/ 


1 
وس بحسي[ 7 رس +س)-2| 








اوس بش 1 
97پ ۱ س +سر-4| 
ا 2 1 2 


1 
2 


إذا كان س >2 و س >2 و س 
1 
7 (س -2)+(س,-2)" 
2 
انا گان یں رھ O‏ 


1 
۴ رس -2)+(س 
2 ۱ 


إذن : 

الدالة تا متناقصة تماما على ۲2۰-۲ و متزايدة تماماً على 27 +15 
لدينا : تا (2)--1 و لاس دج تا (س)>تا(2) 

1 3 

لان : ۷سدخ تارس) 7 رين 42( 

تا (2) هو القيمة الصغری للدالة تا . 

ه دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد | س | 

نلاحظ ۰ في الحدولين التاليين 


10 
498001 


210 






تا (س) 


-10 -210 - 110 
ای 71 5201 502001 


:96 سے 








أن قم تا رس ) تکون كبيرة أكثر فا کثر بقدر ما تکون قم | س | کبرف. 
كا رأينا ني -الأمثلة السابقة » عکن التأكد من النتيجة التالية : 

تا رس ) ۰+ عندما س > e+‏ 

: جدول التغرات‎ ٠ 


سن ف 2 + se‏ 


تا(س) سے سنن 


: التسمثيل البیائی‎ ٠ 


1 
النحي (١‏ ”ا ) للدالة رو ہت هو محموعة النقط 


8 1 
و (س ۰ع) من الستوي حيث سدح وے سیت 
احدول ال تا لی بعطى إحدائیات بعض النقط من ( ا ) 
سٹک کت 
2 
قطعا مکافٹا . 
وفي الستوی النسوب إلى تھا 
متعامد (م.وای) ) الستقم ذو ہم 
لامنحي جو یڈہ 


تا (س) 





١ 
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وشات ذلك ا او وده الاما زو ای ا 


E‏ ۱۳ ورا سیت 
( کا هو مبین نی جدول التغرات + الدالة تا تأعن قیمتها الصغری (-1) 
3 اجل س > 2 ) . 


8099ی ۰ E‏ وی کا 
(س ۰ع) إحدائيها ؛ في العام ره او ی) فان نع 2 





س = 2 + س" 1 
: 1 + بو 7 
سے سب ۶ 
١ 5 3 3‏ 
معادلة ر )في العلم رم : و ف 
1 
ےت یو سی 


ومعادلته في العلم ابدید رو .و ی) هي : 


1 
وے یرد کت 


3 1 
ا ان الدالة سس ب> - م2 زوجية فان حور التراتيب ب للمعلے امحدید هو حور 
2 


تناظر لقثيلها البياني ( + ) 
معادلة هذا احور . ی العلم 
ومعادلته . في المعلم رم . وء ی) هي س -2 . 
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احدید هي س =0 


4 - دراسة الدالة تا : س !اس + بس + <(!0#2) : 
و غا اٹ 

الدالة تا معرفة یں 

ه انجاه التغير : 

مها يكن العددان ا حقیقیان ا ختلفان س و س, لدينا : 
نارس ) - تارس,) 


سی سی 


1 


(اس:+بس +<)-(اس” +ماس +ح) 


ام لمر 
۲ ی ارس ایض | 
سس لر 


عکن کتابة نسبة التزایدات هذه کا با 


يا : 


تارس )- تا رس ) 3 
۱ ۱ صا 7 
م خر 
ب ب 
دل وس + + س بت | 

12 12 


ميز حالتين : !>0 . و <0 


ہے 9 9 [ ای 

















الحالة الأولى ١‏ > 0 : 


و س > و س ٹس فان : 


0 > 6 كين‎ E (س‎ | 
e 2 ۲ 





ادا کان اس کب 
1v‏ 


0 


4 
مه 


اذا کان ص جر س و و لجست حت و ال # س فان : 
1 1 2 2 1 ۳ 


ہے ت 
ا 
I 4‏ ھا 


إذن : 


٤ 





د 


الدالة تا متناقصة تماما على ع - تا جج ومتزايدة اما عا 
12 
2 
الحالة الثانية <0 ۰ 


۰ ب 524 
إدا كان ہو 34 ا و س, شس فان : 
2 ۳2 


۱ لوم 
إذا كان س < - سس وس ےت وس #س, فان.: 
۳2 ۱2 


إذن: :: 


8 2 ہے 5 2 
الدالة تا متزايدة تماما ۳ م ومتناقصة تماما على 


12 
2 
ص 7 مہ 1 > مہ 
دی : | -=) ۔(تے) +( ) ب 
2 2 2 


إذن : 


- إذا كان 0>1 فان : لاس دح ارس >[ -=( 
2 
) -=( هى القيمة الصغرى للدالة تا 
2 : 
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ب ادا کان !<0 فان : لاس دح ارس )۲۶( 6 
12 


1 6 هي القيمة العظمى للدالة تا 
٭ دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد |س | 

إذا حسبنا قم تا رس ) من أجل بعض القم الكبيرة للعدد | س | نلاحظ. 
أن قم | تا ( س ) | تكون كبيرة أكثر فأكثر بقدر ما يكون | س | کبیا . 
ويمكن التأكد من النتائج التالية : 

- إذا كان 1> 0 فان : 

تا رس ) ۰+ عندما س > + م 

رن بعندها شن رود 

- اذا کان 1< 0 فان : 

تا رس )۰-۰ عندما س + م 

تا رس ) ۰« عندما س >+- م 


ه جدول التفرات : 


سد 





سن | ص ہج + مہ س | می 2 لل من 
55 + مه + س 4ح2 
تا(س) تارس) | 
روا ےا کت ف کو 
2 


القثیل البباني )٦(‏ للدالة س “!س + م س + <(0#1) 
هو مجموعة النقط و (س » ع ) من الستوي حيث : 
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س دح وع = اس + ماس + <(0#1) 
يسمي ال لنحو (7) قطعا مکافتا 
المنحنيان الرسومان في الشکلین التالبين هما تمثيلان بيانيان لدالتين من 


۶ 
0 ۱1 





وني الستوي النسوب إلى معلم متعامد ‏ المستقيم الذي معادلته 
صا 
در ہے هو حور تناظر للمنحي (۷) 


ويمكن التأكد من ذلك ۰ مثلا بإجراء تغيير للمعلم كا رأينا في الثال 
السابو 
ہی ۰ 
با 4امح+ب 


2 
انم[ ىہ ہے هي ذروة القطع المكافيء (7 ) 
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۱ ۱ 1 


1 
1 - دراسة الدالة تا : س ہے س 
1 - مجموعة التعريف : 
الدالة تا معرفة إذا وفقط إذا كان س 0# 
فى د *- ]-ه؛. ۷[0] ۰0 +۰ [ 
1 انجاه التغير : 
س واس عددان مختلفان من نفس ا جال 
(ع+-»,.0[أوع0.+هس[) 








لدينا : 
1 1 
تارس ) تاوس ) س سس2 کیت کات 
دن N‏ ہے 2 1 
عن ساعن من و س اس سوہ تو و 
1 2 1 2 1 2 1 2 
1 
سر ی 
1 2 


تا ر س ) - ریا( 
نوم مو و دون 
1 س س 
1 2 
إذن : 
الدالة تا متناقصة تماما على كل من امحالین ] - ٠»‏ 0[ و] ۰0 +1 
1 - دراسة الدالة تا من أجل القم الكبيرة للعدد | س | 
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نلاحظ ۳ الحدول التالي : 





أن قے تا ( س ) تکون قریبة من الصفر أكثر فأكثر بقدر ما یکون سب كبيرا. 
هل يمكن جعل تا رس ) قریبا من الصفر بالقدر الذي نریده ؟ وبعبارة 
آخری : 


عندما یکون س کبیرا . هل كن جعل تا رس موجباً وأصفر من أي 
عدد موجب تماما 3 ٢‏ 


1 
0 < تا ( س ) <٥-ے0‏ <--<6 
سن 


1 
چ 


3 1 
إذن للحصول على 0 < تا رسب ) < يكني اخذ سب > ب 


(مثلا لكي يكون 0 < تا( س) <10- * یکی أخذ س > 9010)- 
ونعبر عن هذه الحالة بالقول : 

إن تا رسب ) يؤول إلى الصفر عندما يؤول س إلى ما لا نہایة 
ونكتب : تا( س) >0 عندما سن + هه 
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ومن جهة آخری نلاحظ في الجدول التالي 

سب 

` ]- 0,1 |- 0,01 - 0,001 ]- 0,0001 | — 0,00001 ۱ 
س 


أن قم تا( س ) تكون كذلك قريبة من الصفر أكثر فأكثر بقدر ما يكون 
(- س) کبیرا 
وبطريقة ماثلة يمكن التأكد من النتيجة التالية 

ےت عندما اس » + مه 
ونقول إن تا رس ) یژوگ الى الصفر عندما یژول ‏ إلى ناقص ما لا نہایة 
ونکتب : تا رس 0۰ عندما س + اه 


1 - دراسة الدالة تا من أجل القم القریبة من الصفر للعدد | س | 
نلاحظ في الجدول التالی : ١‏ 








أن قم ۵ رس ) | کون كيرة أكثر اکٹ بقدر ما یکون س قریا من 
الصفر وبطريقة مماثلة كما سبق يمكن التأكد من النتیجتین التاليتين 

+ بل سد إلى ما لا نباية عندما بؤول سس إلى الصفر یی موجية 
ونکتب : تار سم + عندما س 0 

ه يؤول تا( س) ی ناقص ما لا نہایة عندما يؤول سب إلى الصفر بقم 
سالبة 

ونکت تا رص )ےھ عندما س02 
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1 ۔ جدول التغیرات : 





بسمی المنحبى (ہ) قطعا زائدا 
ويتألف هذا النحني من فرعین منفصلین لأن العدد 0 ليست له 
سر الدالہ تا 

ہ مركز التناظر : 

اذا م هو مرکز تناظر سی من لان الدالة تا رد 

٭ الستقمات القاربة 

إذا كانت ج نقطة من () و 2 
مسقطها على رب سب) وفق 
منحی (ع ع) ول مستطها 
على (ع ع) وفق منحی 
رس" س) 
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فان : 

الطول ج 2 پوول ای الصفر عندما زوك الطول ء م ال ما لانباية لآن ۰ 
تا ( س) 0 عندما گے + مد 

تا رس 0 عندما سے مه 

تقول إن الستقم رس" سس) مستقیم مقاربا: آلمنحتي () 
وكذلك : 

يؤول الطول م ل إلى ما لا نهاية عندما یژول الطول ل و إلى الصفر لأن 
تا ر سب ) ۰+۰ عندما س > 0 


> 
تا رب + دم عندما س 0 


نقرل ان الستقم (ع ع) مستقم مقارب للمنحي (۷) 
2 - دراسة e‏ 

2 حموعة التعريف : 1 

الدالة تا معرفة إذا وفقط إذا كان س 07 

فسن =[ :۰۲۷10 +۰۶ [ 

2 - ا جاہ التغير : 

ئ9 و عددان . مختلفان من نفس ا حال 


3 ۲ 
/ سس رايعم +1( 


لدينا : 
1 1 
78 ل ا ا ری سس ۳۳۳۰ 
٠‏ عو او کور کر ی کن ,ئ0( 


أ 





سل سل 


2 1 2 
۰ 1 1 


1 

۱ هي إشارة (-!) 
سن چن ١‏ 

1 2 
ادن : 
٭ إذا كان 1> 0 فان الدالة تا متناقصة ناما على كل من ا حالین 
۳[ - تہ 10و ] 0 +19۰4 
٭ ذا كان !< 0 فان الدالة تا متزايدة تماما على کل من ا حالین 
]هه 0و ]۰0 191 


ت دراسة الدالة تا من أجل القع الكبيرة للعدد | س | و من أجل ق 
تفه من الصور 


۱ 1 
٠‏ بدراسة ماثلة لدراسة الدالة س ب تحصل على النتائج التالية : 
کی 





—- ے+ 0 عندما س ۰ ل مه 
س 


1 
— 0 عندما س +e‏ مه 


س 

1 97 
4+۰ عندما نس > 0 
س 


1 
لله © عندما 0 


| له 


لب + 0 عندما سے ل مه 
رح 


1 
— + 0 عندما س عه مه 
س 
1 
< 
ے مص عندما س 0 
س 


1 3 
سب + عندما س0 





2 - جدول التغرات : 





0 الفل الال 


مه یکن العدد الحقيق غير المعدوه ! فان المنحنى المثل للدالة سن به --- و 


مسر 
3-3 


الستوي النسوب إلى ا معام رم . و . ې ) يسمى قطعا زائدا والستقمان 

سم ” ہس خی > مه کس ۴ 27 1 کا els‏ ۲ 
رب .س )ع و (ع ع ) هما مستقمان مقاربان هذا القطع الزائد والمبدا م 
هو مركز تناظره 


بين الشكلان التاليان المنحنين الممثلين لندالتين 
ع 
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الدوال المذكورة في ما بلي هي دوال عددية لمتغير حقيق 


عموميات : 


1. عين مجموعة تعریف كل دالة من الدوال التالية : 


5) س ت 4۷ - س+ 2۷ س - 1 
7 س ب س ” +2 س - 24 





3 س +5 
2) س ات 5 
ےت مت 


رس + 1) «(س +5) 
اس ج ج یتح سه. 





4) س 
س +1 
6( س > ۷اس -2 + ۷س - 4 
1 
8) س له 
۷س - 1 
+2 
10( س ات تا 
اس | + 3 


2 عن محموعة تعریف الدالة تا العرفة كما بلي : 


1 
تا( س )= إذا كان س 0# 


3 عين محموعة تعریف الدالة ها العرفة كا يلي : 
ها رس ) = حك بت إذا كان س وع -ه ۰ 2 [ 
رس 2) رس + 5) 


و اذا كانس 213 ۰ + ©[ 


4. هل ا قثیلات التالية عثیلات ببانية لدوال ؟ 


2 
کے 


2 
> 
1 





2212 








.5 


القشلات التالية 


ب 


بیائیة 


لقن طلب 


تصہہ 


٠ 


5 بین آن الدالة تا العرفة کال متزايدة علی اقال اوت کل ماه ی توبات 





التالية : 

تا رس ) = 2 س + 5 ف<[- 3 .۲6 

تا( س )= س +2 س-3. ف=[0+*[ 
1 

بد کک تسم ف=]-»:-1] 
س 
1 

اكه ف-01 ۰ 12 

ارس )ضر ف-] 0 : 0] 


تا رس ) - باس ف-۰01 1] 
7 آثبت أن الدالة تا : س ب 4 س” + 1 متزايدة على ۲ 2 ۰ 5 ۲ ومتناقصة على. 
1-3 0] وآنبا غير رتبة على ۰2-7 3]. 
5 دالتان تا وها معرفتان على محال ف . 
عا دالة معرفة على ف کا بلي : 
1) إذا كانت تا و ها متزايدتين تماما على ف » فان عا متزايدة تماما على ف 
2 إذا كانت تا و ها متناقصتین تماما على ف » فان عا متناقصة تماما على ف . 
9 تا و ها دالتان معرفتان على محال ف حيث : 
۷س دف تا( س )>0 و ها ر«س) >0 
لاس دف » عا رس )= تا رس )ها رس ) . 
انث أنه : 8 
1) إذا كانت تا و ها متزايدتين تماما على ف + فإن عا متزايدة تماما على ف . 
2 إذا كانت تا و ها متناقصتین تماما على ف » فإن عا متناقصة تماما على ف 


- 214 _ 


0. تا و ها دالتان معرفتان على محال ف حيث : 
لاس دف تا(س )<0 و هارس) <0 . 
عا دالة معرفة على ف کا بلي : 
۷س دف عا رس ) تا( س )× ها رس ) . 
آدرس اتجاه تغیر الدالة عا على ف » في ا حالتین التالیتین : 
1) تا و ها متزایدتان تماما على ف . 
2 تا و ها متناقصتان عاما على ف . 


1 من بین الدوال التالية » أذكر الدوال الفردية والدوال الزوجية 


و یس رس 32 ) 


3 .1 
س 
4) سا 
ين :3 
3 
س + اس 
ا تك 2 
سن هرن ,۱۳:۳ 





+ 1 
1 بق :1-2 


23 سنت |س | -2 


(15 





سن | س 
لو رس تہ 
س + 1 س +1 
30 2 2 1 

س*-2 س وی 

في ادبو سس 


8( تن نكم 2 9 سب باس +س 


11 فى تاس رج ا كا بن ابص 


1 





3 س ب | س +2 | ا 
س +1 





| ۱+س|-۱-س| 


| 1+س |+|1-س | ۱ 


7 
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12 تا دالة دعر فة عل نے حيث 5 
۷ س 3ے 3 تا ( س) 1 تا (س ) ۔ ۹س ”+2 س. 


۳ 


و آن الدالة تا فردية م عيدا 


3. تا دالة معرفة على ج . عا و ها دالتان معرفتان على ج کا يلي : 


11 
۷ س دج ارس | س +تار سع | 
2+ 


1 ۱ 
۷س وح رس | ارس ) تار سع | 


1) أثبت أن الدالة عا زوجية وأن الدالة ها فردية 


2 ین ان لاسنو © تالاش ار ها اسر 


4 . دالة تا معرفة على محال ف حيث لاس دف تا( س ) 07 و (- س )دف 
ها دالة معرفة على ف کا يلي ۱ 
۱ اتادس | 
۷س ودف ها رس ) << 
تا( | س |) 
بين أن الدالة ها زوجية في كل من ا حالتین التالیتین : 


!) تا زوجیة 2) تا فردیة 


5. تا دالة زوجية معرفة على > . 
أثبت أنه إذا كانت تا متزايدة تماما على 07 . +[ 
فإنہا متناقصة تماما على ع - ± . 0 ] 


6 تا دالة فردية معرفة على ۳ . 


و إذا كانت تا متزايدة'على [ 0 . + © [ فإنها متزايدة على ] - < . 0 ] . 
7. انت آن العدد م دوز للدالة س ب جب 2 من 
8. ات أن العدد 2 ۸ 0 للدالة س ب جب (س +۲) 
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۶ 3 74 ع 
9 اثبت ان العدد س دور للدالة سس تیب [ ے 
3 


ون العدد 22 لیس دور ذه الدالة . 


0. ثبت أن العدد 6 × دوز للدالة سل تیب س + شل ( 6 
3 


1. أثبت أن الدالة 7ئ غير دورية . 
ضس 
2. تا دالة معرفة على ج كا یل : 
لاس د[ - ۰1 1] تا «س)-|س | و 2 دور للدالة تا 
1( آرسم القثیل البياني للدالة تا في ا جال 4۰3-7 ] 


۱ 1 
2 حل» في ا جال [- 3 » ۲4ء العادلة تا رس )= 
2 


( يمكن استعال النحني) 
3 تا دالة معرفة على © کا بل : 
لاس 5[ - ۰1 و اسم سا رز دور للدالة تا . 
1) آحسب تا(1)؛ 2(۷۲)؛ تا(-3) 
2( ارسم القثيل الببايي للدالة تا في ا حال 3-7 »4 ] 
3 حل » بي المحال [ - 3 4ء العادلة تا( س )=1 
4. نعلم أن الجزء الصحيح للعدد الحقيتي س هو العدد الصحيح 
ي ( س ) حيث ي (س ) < س <ي (س )+1 . 
نعتبر' الدالة تا : سس س - ي (س ) . 
1) احسب تا( 0) » تا( 1 ) » تا( 2) › تا( -2) : تار1,:01) ۰ 


2 
تا -١‏ 2,45 ) » تا 6 
5 


2ر مسب ان وه دا كاسن جنا : 
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3 احسب تا( س ) من أجل س 11۰015 و من أجل س 2113 12 
4) ارسم القثيل البياني طذه الدالة على ا جحال [0 » 2 ] 
5 بيّن أن العدد 1 دور للدالة تا . 


الدوال التالفية : 
1) عيّن مجموعة الاعداد الحقيقية س بحيث يكون : 
تا(س) >10' 
2 عین مجموعة الاعداد ا حقیقیة س بحيث يكون : 
تا(س) <- 110 
6. نعتبر الدالة تا : س ++ - 5 س 
1) أوجد عددا حقیقیا ۰ بحیث بکون : 
س < » ع تا( س ) > ۹10 
هل » وحيد ؟ 
2 ۸ عدد حقیتی موجب اما . عيّن عدداً حقیقیاً ‏ بحقق ما يلي : 
س < » > تا ( س ) > م 
7. شكل جدول التغيرات لكل دالة من الدوال التالية : 
تم ارسم تمثيلها البياني في معلم (م » و » ي) . 


س 1 
1 س سے 3 س + 1 2) بين اعد سح بلحت 
2 4 
سن .1 3 1 
3 س ہتس یو یت چس ہہس 
3 6 2 2 
2 1 
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سی کے سی ود 
5 2 


28 المستوي منسوب إلى معلم (م ؛ و » ی ) . 
أنشىء القثيل البیافی لکل دالة من الدوال التالية ۰ 


3 س |2 س + 3 ]| 4) س باس |+3 
5) س ب - |2 س | + 1 6 س ب |3 س|-2 


0 ها رس E‏ 8 س ب۷ (س + 1)* +|س - 2 | 


9. الستوي منسوب إلى معلم (م :و ی) . 
ي (س ) هو الحزء الصحیح للعدد ا حقیئی س 


آنشیء ا قثیل البياني لکل دالة من الدوال التالية : 


3-1 3]>ج 2 3-7 3 ]2 ۳ 
س ب«ي (س) س ب 2 س - ي (ی) 
3 3[ 


5 
٠‏ س سوج تر ہے 


0. المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 
(دی) » ( ۵ے ) ۰ ( 4ر )۰ (صی) » (صی) » رهم ) مستقمات معادلاتا » 


على. الترتیب : 
e I‏ 2 ع -2 س + 3 
1 
3) ع <-2 س 4) ع << س +1 
1 
E 0۳‏ 6 ع =2 س +5 


9 


آذکر » من بين هذه الستقمات : المستقهات: التوازية والستقمات التعامدة . 
1. الستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 

ھ) مستقیم معادلته ع = 2 س + 5 . 

عيّن » في كل حالة من ال حالات التالية » دالة تالفية بحیث تثیلھا البیانی : 

1) يشمل النقطة 1(-1۰2) و بوازي (۵) 

2 يشمل النقطة ب (-0۰1) و يعامد (4) . 

3 یکون نظير (5 ) بالنسبة إلى حور الفواصل . 

4 یکون نظير (5 ) بالنسبة إلى حور الترتيب . 
2 !ب < مثلث.أقیاس أضلاعه » بالسنتیمترات هی : 

ان 8ج 1ذ3 وس ۱ 

ارسم القثیل البياني للدالة س ب م رس ) حیث . 

م ( س ) هو محيط المثلث اب < . 


3 (۵) مستقم و رم و) معلم له . 
!» ب » و ثلاث نقط من (4 ) فواصلها (-۰)2 (+۰)1 (س) على 
ال : 
4 حسب الأعداد ا حقیقیة تا رس ) ۰ ها رس ) ۰ عا رس ) ؛ طا( س ) 
حيث : تا( س )=+ وب ؛ هارس) وا -وب 
عا رس )< + وب ؛ طا(س )<< وب 
2 هل الدوال التالية تالفية : 
س ب تا ( س ) ؛ سب هارس) ؛ سب عازرس ) 
سب طا رس ) . 
4. نعتبر الدالتین ا خطیتین » تا : س “!س 
ها : سا +اٴس 
نسمي (۵) و (ھ) القثيلين البيانيين للدالتین تا ء ها »> على الترتيب ء في 
الستوي النسوب إلى معلم متعامد (م؛و: ی) . 
أثبت أن ره" ) يكون نظیر ( ۸ ) بالنسبة إلى حامل حور الفواصل إذا وفقط إذا كان 
1+1 =0 
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5 الستوي منسوب إلى معلم متعامد (م » و » ی ) . 
(ه)و(ه) مستقمان معادلتاهما » على الترتیب . 
ع = اس +ب و اع داس +ب . 
کت ان الاغدای اه ا ی کک ظر وغ 
باللسبة إلى حامل مور الفراصل 


الدالة : سس بها س لان مسن جاح (ا07) 

6 . تا هی الدالة : سس بے ےس + 7 س + 5 
1( ون آنه من أجل کل عدد حقيق موجب س يكون تا ( س) >4 س 
3 وخ علدا قا جا یت ٩‏ 
إذا کان س.أکبر من ! فان تا (ص) > 2010 

7. تا هی الدالة : س به س* + 5 س - 8 
1( ین أنه من أجل کل عدد حقیتی س آکبر من 2 یکون تا( س ) > س* 
2 أوجد عددا حقیقیا موجبا ! بحيث : 
إذا كان س أصغر من (-!) فإن تا رس) > ۹10 


38 المستوي منسوب إلى معلم ( م » و » ي) 
شكل جدول تغيرات كل من الدوال التالية وأنشيء تمثيلاتها البيانية 


1) س ہے س 2 س ہے 2 س2 
1 2 1 2 
3 س به سن 4) س بهو ل س 
2 3 
5 س بء 3 س! 6 س به 2 س + 3 س - 5 
9. الستوي منسوب إلى معلر (م.م۱.مب). نضه : مأدو. مب‌دي 


= 
شکل جدول تغیرات الدالة : س بے س + 2 س - 3 ثم أنشيء تمثيلها البياني 
في کل حالة من الحالات التالیة 
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1) (م و ي ) معلم متعامد متجانس 

2 اوا اي | 60-520۷ 

3 أو =2 اي و رم مم 

فیا يلي الستوی منسوب إلى المعلم رم و» ي) 


0. شكل جدول تغيرات كل من الدوال التالية وأنشىء تمثيلاتها البيانية 


1) ی 

س ہے س* - 4 س + 1 
2 +5 

س بے 4 س* - 4 س + 1 


س ہے _ س 2 سن + 2 


1. آدرس كل دالة من الدوال التالية ثم آنشیء تمثيلها البياني 
Ce TE‏ 
۱ س ہے | س |37| س|+2 
CTA‏ 
س بے | س + س | 
CCG‏ 
س ہے | ص س + 1 | 
4 
س بے | - 2 س ش + 4 | 
C< ES‏ 
س ہے بار س + 2 س )۶ + | س 1 | 


2. » عدد حقيتي و (ك) المنحني المثل للدالة : e‏ 
عين ‏ حي تنتمي النقطة ۰1۲ 4) إلى المنحني (ك) > ثم أنشيء (ك) 


222 


3 ۰۰ 8 عددان حقیقیان و (ك) المنحي المثل للدالة : 
س بے ہہ س62 ر س س) + 1 
عين » و 8 حي تنتمي النقطتان ا( 1 » 2 ) وب ( 2 ۰ - 1 ) إلى المنحني (ك) 
تم أنشيء (ك) ۱ 
4. ۰ ۵ ۰ 8 آعداد حقیقیة و (ك) النحبی المثل للدالة : 
س ہے بو سنة + 8 س +8 ١‏ 
عین » 8۰8 حتي تتمي القط 2۰1(۲)» ب(2۰1) 
و ج(-2:3) إلى المنحني رل ) . ثم آنشيء رك 
5 ۰:۰ ۰8 8 آعداد حقيقية و (ك) المنحني المثل للدالة : 
س ہے یس س* + م س + و8 
عين ٠»‏ ۰ 8 » 8 حي تنتمي اللقط ۲(-۰)6<2۰1 ب(4۰1) 
و جر2»-3) إل النحي زه .ثم آنشيء (ك) 
6. تا و ها دالتان معرفتان كا بلي 
CECE‏ ها : ج 
س ہے س*- 4 س ہے س 2 
(ك) المنحي الممثل للدالة تا (4) المستقم الممثل للدالة ها 
عين إحداثيات نقط تقاطع (ك) و (4) 
' أنشيء (ك) و (۵) 
7. تا و ها دالتان معرفتان كا بلي : 
تا : ج“ CEC‏ 
سبے س*+ 2 س 3 سن ہے س ° 3 س +4 
(ك) المنحني المثل للدالة تا » رل ) المنحني المثل للدالة ها 
1) عين حدائیات نقط تقاطم (ك) مع الحاملين رس سس ) و (عع). 
للمحورین 
2 عين احدائیات نقط تقاطع (ل) مع رس" ) و (عع) 
3 عين احدائیات نقط تقاطع (ك) و (ل) 
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8. (ك) المنحبي المثل للدالة : تا : س ہے س* - 2 س ۔ 8 


1) اكتب كثير الحدود تا( سس ) على شکله ا 
2 م' نقطة إحدائياها (1 . -9) في الم رم . e‏ 


أكتب معادلة المنحني (ك) بالنسبة إلى العلم رم ذو ي) 


9. ط عدد حقیق و هار الدالة : 
س ہے ول سن - 2 رط + 1) س + ط +3 


۱ عين محسرعة قم ط نحيث تقبل العادلة هار (ا) 0 حلا واحدا 


3 3 
ه عبن جموعة قم ط بیث یکین هار (2) ۵٥‏ أو هر[ َ( 0 
2 
ه عين مجموعة قم ط حتى یکون ها. ر1) 0۰ 
2 عيْن . حسب قم العدد ا حقیتی ك . محموعة الأعداد الحقيقية ط التي من 
اجلها تقبل الدالة هار قيمة صغرى تساوي ك 
3 انشيء المنحنيين المئلین للدالتین هام و هارع 
٭ بين أن هذين المنحنيين نقطة مشتركة يطلب حساب إحدائیہا 
4 أثبت أن المنحني المثل للدالة هار يشمل نقطة إحدائياها مستقلان عن د 


0. [ م ك ء م ل ] زاوية قانمة . ج نقطة متغيرة من [ م ك ) ختلف عن م . ! نقطة 
ثابتة من [ مل ) بحيث ون 


( وحدة الطول هي السنتیمتر) 
الدائرة الي تشمل التقطة ! وتمس الستقیم (م ك ) في النقطة ج تقطع زم ل ) في 
النقطة م . 


ما ای چھں يدك 
1 قارن بين الزاويتين [ م۰1 جم] و [ب چ ۰ب م ] 
7 ان 2 
2) بين أن : س 4ع 
3 شکل حدول تغیرات الدالة : سابع َم أنشيء عشلها البیانی 
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2 
مسں 


اک 1) نش ء القطع المكافيء ١ك)‏ الذي معادلته : سج 


2 
1 
2) ط عدد حقيق حيث ط > -- 
۰ 7 
بتقاطع النحي (2) مع | لستفم (ھ) الذي معادلته ع س. ط ی الق 
و و و 
أحسب بدلالة ط احدائی النقطة ي منتصف القطعة [ 2 2 ] 


1 
عين محموعة النقط ي عندما يتغير ط في امحال ع -- : + ×[ 
2 


2 ذا سقط حجر سقوطا حرا فانه یقطع في زمن ز مسافة قدرها 4.8 زا 
1) ما هو الزمن الذي استغرقه هذا الحجر إذا قطع ي سقوطه ۲176.4 
2 ما هی السافة الى قطعها هذا الحجر إذا استغرق في سقوطه زمنا قدره 7 ا . 


الدالة : س به (0#) 


سن 


5 
3. تا ھی الدالة ض ہے س 
3 رس 


1) أوجد عددا حقیقیا موجبا » بحیث یکون 
س > و کے 0 < تا رس < ۲۳10 

2 آوجد عددا حقیقیا موجبا 8 غیت يكوك 
س < و سے 710 ۲ < تا رصی <0 

2 
4, تا ھی الدالة س ہے ب س 

۰ یی 

أوجد عددین حقیقیین موجبین <= و 8 حيث 

1) دومحس<0حهتاروس)>10* 

2( 0 < س < ل کے تا ر سی ) < - 10" 
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5 ۱ و که 5 
۰ درس تغيرات کل دالة من الدوال ایا ات - 
۱ من وال التالية از ع م2 ا 8 55 
٤‏ ۳۱ مز 5 1 3 ي 2 سيا فِ المستوي 


ي) 


و 1 - 2 
1( حن حيتت 2( حن ہے ایس سوت 3( سل ہے مل 
س 2س 3س 
3 4 2.1 
4) س ہے سس 5 س ہے س 6) س ہے سس 
سس 3 سح 3 


6. ادرس و مثل بیانیا كلا من الدوال التالية 


1 -2 3 
1) سب س 2ے) س ہے 3) س بے 


| س | | س| 2 باس 


7. المستوي منسوب إلى معلم رم .و ي) 
رھ) و (7) هما القثيلان البیانیان للدالتين 


2 
س 


1 عين إحداثيات نقط تقاطع (4) و (7) 
اء في العلم (م ہو ي) (۵) و (<) 
8. نفس الأسئلة إذا كان : 








2 

تا ۰ س ہے 2 س + 1 ب ها : سس بود 

1 ۱ 1 مس 

9. نفس الاسئلة إذا كان : 1 
تا . س ہے 2 س + 1 + ھا : سب ۱ 


0. آدرس ومثل بیانیا الدالة العرفة كا يلي : 


2 
تا ر س ) = إذا کان س < 0 


ہیر 
١‏ 


او تا(0)-0 


و تا( )= سن +1 إذا کان س ع 0 
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61. 1) أنه سو ارت في الستوي النسوب ای مر ( م یی ) النحتي (7) المثل 


1 
للدالة ٠‏ سس به 





2ت 
2) ط عدد حقيتي أكبر من 1 . (فہ) مستقم E‏ 


عين إحدائيات نقط تقاطم (7) و (هه) 
3 نسمي | و م نقطتي تقاطع (۷) و «عه) 
عين إحدائبي النقطة يي منتصت [اب ] 


ما هي محموعة النقط ي عندما يتغير ط في ا حال ] 1: +15 


2. 1) المستوي منسوب إلى معلو (م . و - ي) 
سر العددین اشقن > و ۳[ وھ تنتمى النقطتان ار [ .3( 


ع امم سا 


“o 


1 
۳ ححله رخ -3( إلى المنحى ( ٧‏ ) الذي معاد لته 
2 1 


2 
كحك 06 
۳ 5 1 7 7 0 5 ۳ ۱ 77 7 
نقطة إجدائياها. 4 رت وق ای رازن کی ) 
3 1 ے 4 
2( اکب معادلة النحتي () ف اه (« .و.دي) 


3) أنشيء رم في العام ( ي ) 
3 .ب ح ثلاث نفط. ستغيرة في الستوي بحبث تكون هذه النقط رژوس 
اٹ ساس د 
سب . بالامتار . الطون 2 للضلم ! ام لالة الطول سد للعمود 
ى بالضلع زاب ] ۱ 
درس ادن" سب ع و أنشيء عنینها البياني في الستوي النسوب إلى العام 


۹ 
۷ ا و( 


7 با 


4 (: ) نصف داثرة قطرها [ اب ] حيث أب = 6 (پؤخذ الستتیمتر وحدة 
للأطوال ) 
(۵,) و (هر) ها الاسان للقوس (و) في النقطتین ؛ » ب على الترتیب . 
م نقطة متغيرة على (ئ) مختلفة عن ا و ب . 
ال ماس (4) للقوس (5) ي النقطة م يقطع. الماسين (4,) و (هر) 
في النقطتين ك » ل على الكرتيب 
نضع 1ل = س بل دع 
1 بين أن : سرع - 9 
2 شكل جدول تغيرات | الدالة م و أنشيء تمثيلها البياني في الستوي 
المنسوب إلى لعلم رم و؛ ي) 

5 المستوي منسوب إلى معلم (م »و ي ) . حاملا محوريه رس" س ) 
و (E‏ 
ط عدد حقيیي غير مجدوم 

ع و تفه زائد ؛ و فان مهایزتان من هذا القطع الزائد۔ 


3 
فاصلتاهما 3 ط » س على الترتيب 
2ط 


1) عیّن معادلة للمستقم (جھ) 
2 نسمي او ب نقطتي تقاطع الستقم (وھ) مع رس س) و (عأع) 
آثبت أن للقطعتین [ م ] و [ ج 2] نفس النتصف ي وأن النقطة ي تتغير على 
مستقم ثابت عندما يتغير ط في 2* 

6. تحت درجة حرارة ثابتة » جداء الضغط ض في ا حجم ج لكتلة غازية معلومة 


ثابت 

5 5 ۴ 5 ۳ 27 : r 

فلا هذه الكتلة » تحت درجة حرارة التجربة » حجا قدره 30 سم" واعت 
أ 

ضغط 1 بار 

آدرس الدالة ج + ض و أنشيء تمثيلها البياني في الستوي النسوب إلى المعلم 

رم » و : ي) 
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الباب التاسع 
التحويلاات النقطبة 


2. التحويلات النقطية في المستوي 
التناظر بالنسبة الى مستقم 


3. الانسحاب والتحا کی 





یعالج في هذا الباب موضوع التحویلات النقطية في الستوي وهو 
خاص بشعبتی الریاضیات والریاضیات التقنية . 


گنت بے عو فلا هل ادرا وها دا یھ 


ورسائل تساعده في حل عدة مسائل هندسية ( دراسة شکال هندسية » 
البحث عن محموعة نقط ء الارنشاءات اطندسية ... ) . 
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|2 | التحویلات النقطية في الستوي 
32 لتناظر بالنسبة إلى مستقم 
1 - التحویلات النقطية في الستوي . 


1 تعریف 
نسمي حویلا نقطیا في الستوي كل تطبيق محموعة نقط من الستوي 





في محموعة نقط من الستوي . 


٭ إذا كانت م صورة و بالتحویل ل نکتب  :‏ - ل (ھ) ونقول إن 
النقطة و هي حولة النقطة م بالتحويل ل . 
٭ إذا كانت )٦(‏ مجموعة نقط و فإن مجموعة النقط ج الي هي صور 
التقط و بالتحويل ل تسمى صورة )٦(‏ أو حول (ہ) بالتحويل ل . 
٭ إذا كان ل تطبيقا تقابليا نقول إن ل تحویل نقطي تقإبلي وان التطبيق 
۱ هو التحویل العكسي للتحويل ل 
ویکون تا 
م = ل( و )کو ٭<ل٣(وٴ)‏ 
أمنلة : 
التناظر بالنسبة إلى النقطة م 3 
تحویل نقعي . لل 222 
فهو تطبیق للمستوي في نفسه 
يرفق بکل نقطة. ج النقطة و 
بحیث تکون النقطة م نتصف 
القطعة [ هم هم ] . 
هذا التحویل تقابلی . 
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2 (قه) و (۸) مستقیان 
متقاطعان من الستوي . 
الاسقاط على (فه) وفق منحی 
(ھ) تحویل نقطي . فهو تطبیق . 


للمستوي في نفسه برفق بکل 

نقطة و النقطة م الي هي نقطة ي ےھ 
تقاطع المستقى ( هه ) مع الستقم ا 1 
.الذي يوازي (۵) ويشمل 7 


النقطة ج . 
هذا التحويل غير متباين وغير 
غامر . 

3 الستوي منسوب إلى معلم مو ي ؛ 
التطبیق للمستوي في نفسه الذي يرفق بکل د «س »ع ) النقطة 
مرس" ع") حيث [س' دس +1 + " <ع -2] 
حویل نقطي . 


كنا 


س' = س +1 س = س - | 
۱ دی ہے = 
ومذا يعني أن هذا التحویل تقابلي و تحويله العكسي هو التطبيق. 
للمستوي في نفسه الذي يرفق بكل نقطة و رس »ع ) النقطة 
2 (س.مع ) حيث [س <س -1 وع دع +2] 
4) التطبيق المطابق .للمستوى الذي يرفق بكل نقطة و النقطة ج نفسها 
تحويل نقطي . ۱ 
یسمی هذا التطبیق التحویل الطابق وهو تقابلی . 


وت 


5) 7 مستو آختیرت عليه واحدة للأطوال . 
م نقطة من ٭ : لك عدد حقيق غير معدوم : و 7* محموعة نقط 7 
باستثناء النقطة م . 
التطبیق من ** في نفسه الذي يرفق بکل نقطة و النقطة و 
حيث م د .مه -ك نحويل نقطتي يسمى تعاكسا . 
وهو تحویل تقابلي للمجموعة ** في نفسها . 
1 ہے التحويل القضامی : 
یکون التحویل النتقطی تا تضامنب إذا وفقط إذا كان تا تقابلیا ومساويا 
تحویله العکسی ت“ . 
ادن : ۱ 
إذا کان تا تحویلا نقطیا تقابلیا فان : 








أمثلة : 

التناظر بالنسبة إلى نقطة محویل تضامی . 

'نتحویل الطابق تحویل تضاميي . 

التعا کس تحویل تضامي . 

1 ۔ ترکیب تحويلين نقطیین : 

تا و ها تُحویلان نقطیان في الستوي . 

التحويل ا مرکب من التحویلین تا و ها . بهذا الترتیب . هو التطبيق 
ان کت ها ° تا . 
بعل آن رها ء رن و (2) ] 

ھا ” 0+ 

ال ھا :تا 
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1 9 التقايس : 
التقایس هو تحویل نقطي يرفق بکل ثنائية نقطية ( و ٠‏ ج ) الثنائية 
النقطية (2/ ٤‏ 2 ) حيث : 


22ر 5 2 2ر 


نقول إنه بحافظ على السافات . 

منال : 

التحویل المطابق و التناظر بالنسبة إلى نقطة هما تقايسان . 

1 النقط الصامدة : 

تكون نقطة و صامدة في تحويل نقطى ل إذا وفقط إذا انطبقت ج على 


صورتها 





ه النقط الصامدة تدعی أيضا النقط المضاعفة . 

مغال : 

ه النقط الصامدة في الاسقاط العمودي على الستقم (فہ) هي نقط 
الستقم (فہ) 

٠‏ النقطة م هي النقطة الصامدة الوحيدة ني التناظر بالنسبة إلى م 
ه كل نقطة من الستوي صامدة في التحويل المطابق . 
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1 ۔ ترین محلول 
" الستوي منسوب إلى معلم (م »و » ئ)۔ 

تا حویل نقطي. يرفق بکل نقطة م (س ۰ع) النقطة 
و سراح قل رن تھے 

1) أثبت أن التحويل تا تقابل وأوجد تحويله العکسی تا . 
E‏ ال سید با فا 

3 (۵) مستقم معادلته ع -2 س +1 . 

ما هي صورة (۵) بالتحويل تا ؟۔ 





1) لدينا : 1 
E‏ 
4 و مھت 


إذن کل نقطة م رس ۰ ع ) ها سابقة واحدة بالتحویل تا هي النقطة 
م (س :ع) حيث : 
1 ۱ و سس 
بوك رطف كلع و 
التحويل تا تقابلي ونحويله العكسي هو التحويل الذي يرفق بکل نقطة 
رس عع ) النقطة م رس »ع ) حيث : 
1 ۱ رت 
ہووت تھی 
2 م( س ۰ع) صامدة کڪ تا رو ) = و 
بد ین 
9-9 


ات 2 نين 
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إذن حموعة النقط الصامدة بي التحویل تا هي محموعة نقط الستقم 
ذي المعادلة ع = س . 


1 


3 م رس ٠ع‏ ) نقطة كيفية من الستوي صورتها م( س ٤ع‏ ) 


1 
چچھ ال ا 
1 
2 - التناظر بالنسبة إلى مستقم : 
2 ۔ تعریف و خوراص : 
(فہ) مستقم في الستوي 


التناظر بالنسبة إلى الستقیم ( ف ) هو التحویل النقطي الذي برفق 
بکل نقطة ‏ النقطة و بحیث يكون الستقیم (فہ) ور القطعة 


۲ 2 2 [ 





» التناظر بالنسبةهای مستقیم هو 
تحویل تقابلي وبالاضافة إلى ذلك 
فهو تضامي . 


ه النقط الصامدة ف التناظر بالنسبة 
إلى مستقیم (فہ) هي نقط 
الستقیم ( ده ) 

« التناظر بالنسبة إلى مستقم بحافظ 
على السافات . إنه تقایس . 





2 - التعریف التحليلي : 
الستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس حاملا حوریه ( س س ) و 


o 





2 من الواضح أن ۰ 1 ۶8٣۳۳08۴‏ 
التناظر بالنسبة إلى الستقم . فى ي 
رس س ) هو التحویل النقطي اس 
الذي يرفق بكل نقطة 
ورس ٠ع‏ ) النقطة و (س +ع) 


اتناظر بالسية إلى الستقی 

( عع ) هو التحويل النقطي 
الذي يرفق بكل نقطة 

مرس »ع ) النقطة و (س +ع ) 


جیب ۰ 
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ص 





٭ التناظر بالنسبة إلى مستقیم (فہ) يوازي (ع'ع ) 


لتکن س = س, معادلة (فی) .. 
تکون القطة ورس +ع) 
صورة النقطة م رس ۰ع) في 
التناظر بالنسبة إلى (فہ) إذا 
وفقط إذا كان الستقیم (فہ) 
حور القطعة [ و و ] وهذا يعني 
أن القطة 2( س ۰ع) هي 
منتصف القطعة [ د م ] 

آي : (س + س )سر نج 





اي س - 2 س, - س وع - ع 
٭ التناظر بالنسبة إلى مستقم (فہ) يوازي (س"س) 
لتکن ع >ع, معادلة ( وی . 
تکون النقطة و رس" بع') 
صورة النقطة ج س ع) في 
التناظر بالنسبة إلى (فہ) إذا 
وفقط إذا كان الستقیم (فہ) 
حور القطعة [ ج و ] وهذا يعني 
آن النقطة هرس ۰ع ,) هي 
منتصف القطعة [ ج وٴ] 
: 1 1 ۱ 
اي : ٦‏ تو كان 7+ 





أي : س<س' وع =2ع -ع 
عد 237 ے 


2 - صور بعض الأشكال افندسية : 
التناظر بالنسبة 7 مستقم (فہ) هو تقایس 
لذلك فإن صورة أي شکل هند مو ی هو شكل هنا مو اسه 7 


02 و 5 

صورة قطعة مستقم : ۱ 8 

صورة القطعة [ اب ] هی القطعة ۳ 

زا بت ] ۱ و 


حیث ‏ وب ها صورتا ! وما. 
ه صورة دائرة : 

صورة داثرة (5 ) هي داثرة (5' ) 
تقایسها ومرکز (4 ) هو صورة 
مرکز ( ۶ ) 

ه صورة مستقم : 7 
سے رت ہے 
کون الستقمان (ھ) و (۵ ) 

متو زيين إذا كان (۸۵) تاس 

رش کر AFA‏ 


متقاطعین فی النقطة م من روا 








ات 


:ذا كان رہ( فاطعاللمستقم (9ء) ي م 





ره) و ره ) يحققان المساواة 


العالة : 





(۵ + وی) = (قدبه) 
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2 ترين ملول 
| و م نقطتان ابتتان من نفس نصف الستوي ا حدد بالستقم 
(وہ). < نقطة من (فی . 

عين النقطة < حي يكون للمثلث اب < أصغر محبط مکن . 
یکون للمثلثك اب< آصغر 
حيط ممكن إذا وفقط إذا كانت 
للمجموع (1<+ < ب ) أصغر 
قيمة ممكنة . 

لتكن ‏ نظيرة النقطة ١‏ بالنسبة 


إلى الستقیم (09) . 


لدینا : !=> 







ومنه : 

+ حن = ح+حدب 
نم أن أصغر قيمة اليو 204 
۰ >+ > ب ) هي الي حصل ا 
علیہا عندما ره النقط 

1 و ت على إستقامة 


واحدة : 





إذن : 

یکون للمقلك اب < أصغر 
محيط ممكن عندما تکون النقط 
ا می سح على إستقامة 


واحدة : 
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من التعریف نستنتج الخواض التالية 
1) النقط الصامدة بالانسحاب الذي شعاعه ش هي النقط و الي تحقق 
م -ش 
إذا كان عن 07 فلا توجد ار نقطة صامدة 
إا کان قر - 0 فان کل نقطة مه ا افك 
الانسحاب الذي شعاعه 0 هو التحويل المطا 
2) من تر بے 2س یھت 
الستوي سابقة وحيدة و بالانسحاب الذي شعاعه ش وهذا يعني أن 
کل انسحاب هو تحویل تقابلي والتحویل دی للانسخاب الذي 
نا و الات لی ا 


3 إذا كانت اٴ وم صورني النقطتین ا وی اتات کسی فان 


DEE 2‏ 
۲ ا = بپ ب << سس 
و و سح( و پگ و ا 
من المساواة ۱١!‏ = مفب ستتنتج اما <ا ب 
5 با 
إدن : 


7 طف طس 
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ومن المساواة سے كم لستنتح اب اب 


إذن الانسحاب تحويل نقطي يحافظ على السافات إنه تقایس 


1 9 التعريف التحلیلی : 
کوچ سر TT‏ 
رہ ھن 7" 


0 
الذي د مامت سن 7 مج = ش وهذا يعي ان 


ےھ کت سے و ج 
3 لان مرکبتی ج و هما ) 09 
إذن : 


الانسحاب الذي شعاعه ش (* . 8 ) هو التحويل النقطي الذي يرفق 
بكل نقطة و رس .ع ) النقطة 5 رس .ع ) بحیث يكون : 


7, 


ب کس +004 و و ع 
ہے ١‏ عينة 


B + 


۶ 
۲ 


1 - صور بعض الاشکال ا مندسیة : 
ما أن الانسحاب تقایس فان صورة 


17 ب ] حبث 7 وب هما صورتا 
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ه صورة دائرة : 

ےت ٹا ( باس ) 
تقایسها ومرکز (5 ) هو صورة ۱ 
مرکز (ء ) 


۰ صورة مستقم : 
صوره مستفم (۵) هي مستقم سود دس لت 





1 - مركب تناظرين بالنسیة سين فر 

(فہ) ء روم ) مستقعان متوازيان 

ا نقطة من (فہ) و ا مسقطها 

العمودي على (9) . الشعاع 77 

شعاع ثابت والشكل ) 

تا التناظر بالنسبة إلى المستقيم (فہ) 

وتا التناظر بالنسبة إلى المستقم 

10549 لندرس التحویل الرکب 7 

تا , تا. إذا كانت و نقطة من 

الستوي و م صورتها بالتناظر تا فان : e‏ 

وو -2 2و (1) حيث ه هي السقط العمودي للنقطة و على 

روم) و کذلك إذاكانت و“ صورة م بالتناظر تا" فان 

و =2 (2) حيث 2 هي السقط العمودي للقطة و 

على ( هه ) 0000 5 

من (1) و (2) نستنتج أن : وم +مم 2 هو +2 ) 
أي و "- 2 ه ه' 
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لدينا : 

م2 ff‏ ان کن الواضح» أن الرباعي 1f‏ ۳ 2 مستطیل 

إذن : ۱ 

التحویل تا الركت من انتا رین تا و تا" هو حویل برفق بکل نقطة و 
القطة و" حیث وج"- 1۲2 . 

فهو انسحاب شعاعه 112 


1 - رین حلول : 


(۷) داثرة مرکزها م ونصف قطرها س . (۵») مستقم 
گت 


عين نقطة ! من )٦(‏ ونقطة ا من (فہ) بحیث يكون 11 = ش 





التحلیا 


نستنتج أن 0 هي صوره 1 بالا تسیحاد . الذي شعاعه 0 
مپذا الانسحاب صورة الداثرة ( 9 ) 
هي الداثرة (+ ) الي نصف قطرها 

۶ ۹ ہپ سس 
س ومرکزها م حيث مم = ش 
عا أن د (7) فان د(۷ ). 


من 1 3 (57) و 1 5(3:) نستتج 


أن : /06)59(3(ق). 





الانشاء : 
إذا كانت ا حموعتان ( ۲ ) و(5:) متقاطعتين وكانت ۲ إحدى نقط 


ا 7 رہ , و ی كا 
تقاطعها فإن الثنائية النقطية ۳ ول ا حیث 0ت << ش هی حا للمسالة 


الى 


ERIS 


المناقشة : 

ه إذا كان (فء) قاطعا للدائرة (ہٴ) فإن المسألة تقبل حلين 

ه إذا كان (فہ) ماسا للدائرة 7١‏ ) فان المسألة تقبل حلا واحدا 
« إذا كان (فہ) خارج الدائرة رب ) فان المسألة لاتقبل أي حل 
2 التحا کي : 

2 - تعریف وخواص : 






م نقطة ثابتة من الستوي ء ك عدد حقيق غير معدوم . 
التحا كي الذي مرکزه م ونسبته ك هو التحويل النقطي الذي يرفق 
بکل نقطة م 






النقطة 6 حيث مم - كم م 


نرمز إلى التحاكي الذي مركزه م ونسبته ك بالرمز حا رم ..ك) 


٦ 


من التعریف ہچ ا خواص التالية 


0+000 م تنطبق و على م وإذا اختلفت و عن م فإن 
ا مل اس واحدة . بالا ضافة إلى ذلك فإنه 0 
e 6 ۱‏ 0 

إذا كان ك >.0 تکون م خارج روم , 


القطعة [ج د'] وإذا كان 

لاو رتس و اراے تغرق سس انگ 
2 النقط الصامدة کور لاه 0 هي النقط م الي نحمق 
م2 = كم أي (1-.كع 2۶ =0 ہت 

إذاكان ك 1 فإن المساواة (1) تکتب مي = 6 و القطة م هي التقعاة 
الصامدة الوحيدة بالتحاكي -عا(م. ك) 

ادا کان ٤‏ = 1 فإن كا ل نقطة ج من المستوي تحقق (1) وهذا يعني أن 
کل نقطة من انستوي صاه.ا.ة بالتحا کي حارم وق 

التحا کي حا (م . 1 ) هو التحويل العلابق 
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٤‏ سر ہے لهم 1 هم 
3 ما أن 07۵ فان مم A‏ و 


من هذا التکافژ نستنتج أن التحاكي حا(م ‏ ك) تقابلی وتحویله 
1 
جو و میں ہیک 
4) حسب ما سبق يكون التحاكي حا (م ؛ ك ) تضامنيا إذا وفقط إذا 
1 ۱ 
کان : دك اي 2۵ = 1 
32 
أي له - 1 أو كع--1 
التحاكي حا( م » 1 ) هو التحويل المطابق 
والتحا كي حا( م ۰ -1) هو التناظر بالنسبة إلى النقطة م 
5( إذا كانت 7 » م” صورني النقطتین » م بالتحا کی 
حا( م » ك) فان : م4 = كما 
عب لثمب 
دك رمب -مأ) 
أي 1ی - ل ابی 
إذن : 
صورة كل ثنائية (1» م ) بالتحاكي حا( م ء ك) هي الثنائية 
ایی )هف ان ل ارس 
بالاضافة إلى ذلك فان المساواة اب" = ك اب تستلزم 
ات | لك | انيت ومنه : 


إذا كان | ك |1 فان التحاكي حا رم ۰ك ) لیس تقایسا 
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2 9 التعريف التحلیل : 
انستوي منسوب إلى معلر رم . و . ي) 

۴ سم ہپ جج تک ی 
نعلم أنه إذا كانت و وس" ع' 


بالتحا کي حارم .ك) فان 2 


وهذا يعني أن : 





1 
ا 
3 
ہہ 
کا 
۱ 
ا 
ما 
3 
رس سس 


سے او ۳ ل جاح سا تا تین 
لان ه فیا وش ی وت و / كد 5 
لل کے و جہھ ( 
ومركيتي مج ما رس سى ٠ع‏ ع ) 
التحا كي حارم » ك) هو التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة 
2 رس ۰ع) النقطة وا رس ٠ع‏ ) حيث : 


1 


اه ۰ سا و رتو و جع دك ومن دين 


لمم 
2 . صور بعض الاشکال افندسية : ر 
/ 
۰ ة قطعة مستقم : / 
۳0 عن ع ی )> 
صوره و 1 ب ] هي E EL‏ 


ا ف ] حیث ا وم هما صورتا / وم 
بالفعل : 

إذا كانت و نقطة من الستوي وم 
صورتها فان : 

ودرڑاب > 09۸8 ۲1+ او زاب 





ہو و اه عق ات 
( لأن ا 7 (d=‏ 


وهذا 8 ن: م 13اب ] 
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٭ صورة مستقم 

وة الستقم (اب) هي الستقم (اب") 

حيث 1 وب ها صورتا ! واب 

بالفعل : 

إذا كانت و نقطة من الستوي 

و " صورتها فان : 

ودرا ٭ ادالات ے ے . ا 
جه اج || اب" (لأن 1و ۱۱اب واو اب 
ج ود (اب") 


بی 


ه صورة دائرة : 
بالتحا کي حارم » ك) صورة 
الداثرة رء ) التي نصف قطرها » ٦‏ 
ومرکزها م هي الدائرة ره ) الي 
نصف قطرها هو | ك | » ومرکزها م 
وو وت یج 
بالفعل : دی 
إذاكانت و نقطة من الستوي و مر" 
صورنها فان : 
جو 5( و ) ححم و = ۱ 
همم = | ك |» (لأن مم | كام و) 


جو درو ) 
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تبارین عو ۰ ۲ 

1) (7) و (٦ٴ)‏ داثرتان معاستان خارجیا في النقطة ! 

ب و سے شطتان مهایزتان من (۷) ومختلفتان عن ا 

ب و نقطتا تقاطع الداثرة ر ملسي و 

رای عل الترتیب 

أثبت أن المستقيمين رب ح) و (بٴحٴ) متوازيان 

ليكن 8 مرکز الداثرة (۷) و م مركز الدائرة 7١.‏ ) 
ا 

ا ر 1 ۱ 

بالتحا کي ۴ .- صوره م هي م وصوره )٦(‏ وار 
و 

نقطة من ( ١‏ ) على استقامة واحدة 





مع م ۲۰ فهي ادا النقطة م“ . 
كذلك صورة النقطة < من (ہ) ری 
هي نقطة من (7 ) على استقامة 
واحدة مع ح . ! فهي النقطة حا 


ادن : 


١ |‏ 
3١ب‏ < ) ونع أن صوره مستفم بتحاله هو مستقم بواز به : 
ومنه : رب <)//( فح ) 






2 (۶) دائرة و (فہ) مستقم خارج الدائرة (5). 
أو م نقطتان ابتتان من المستقيم (فہ) 
ج نقطة متغيرة من (و) ۱ 
عين مجموعة النقطة 2 بحیث يكون 2 مركز ثقل الثلث اب ج 
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عا أن ۲ . ب ابتتان فان النتصف ي للقطعة [ 1 تح ثابت 


کت 1 هم 
در و چون 

أ 3 
إذن : 


1 
3 «فى 
ومجموعة النقط 2 هی صورة 


00 


مجموعة النقط. ج فهى إِذا الدائرة 


.() صورة الدائرة (ی) 


1 
بالتحا کی ۳ کے 
: ۲ 






زهي 


3. (فہ) و (5) مستقمان متقاطعان . م نقطة ثابتة حيث 
OEE‏ 

اشيم ملكي OE‏ النقطتين 
و و و" على الترتيب وبحيث يكون : و 2-5 م م 
سک ۱ 


عکن كتابة المساواة : 22 





كا بلي : مم +2 =2م2 
ومنه : غ -263 

النقطة وٴ هی ادا صورة النقطة 
د بالتحاكي حارم . 3) 


بهذا التحاكي صورة المستقيم (ف-) 
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هي مستقم ( فد ) يوازي 

رفه) و م هي نقطة تقاطع 

المستقيمين (4) و (فہٴ) 

آما ج فهي نقطة تقاطع الستقیمین (فہ) و (م 1 ) 

الانشاء : 

ننشيء الستقیم (فہٴ) صورة الستقم (فہ) بالتحاكي حا(م ۰ 3) 
ما أن الستقیمین ( وه ) و ( ۸ ) متقاطعان فإن (فہٴ ) و (۵ ) یتقاطعان 
في نقطة چا 

نقطة التقاطع و للمستقيمين (فہ) و رم" ) هي سابقة النقطة و 
بالتحا کي حا رم ۰ 3) .. فھي تحقق الساواة م2232 
وبالتالي تحقق الساواة و و -2 مج 

إذن المسألة تقبل دوما حلا وحيدا . 
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| تمارين ۱ 


التحویلات النقطية في الستوي - التناظر بالنسبة إلى مستقم 
1. (فہ) و (۵) مستقمان من الستوي (۲) متوازیان عاما. ه نقطة من (فہ) . 


نضع ( 7 ) = (۲) - ریں 

تا التحویل النقطي الذي يرفق بکل نقطة و من ( × ) نقطة تقاطع الستقیمین 
(2ج) و (۵) 

1) هل التحویل تا غامر؟ 

2 هل توجد نقط صامدة بالحویل تا ؟ 
2 رفی) و (۵) مستقمان متقاطعان من الستوي 

(و) داثرة مرکزها م 

تا الاسقاط على (فه) وفق منحی (۵) 

1 ! نقطة من (ی) . ما هي صورنما 1 بالتحویل تا ؟ 

هل توجد نقطة آخری من (ء) ها نفس الصورة ۲"؟ 

2 ما هي صورة الداثرة (ء ) بالتحویل تا ؟ 

ما هي صورة الرکز م بالتحویل تا ؟ 
3. الستوي منسوب إلى معلم (م وء ي) 

تا التحویل النقطي في الستوي الذي برفق بکل نقطة ج ( س ۰ ع ) النقطة 
م (س" »ع ) حيث : 
۱ س -2 س + 3ع - 1 


و 
: 1 ۲ 4 3/ 
0 اوحد صور النقط التالية : !1-1 ما es‏ 
5 
1 1 3م 
رق E‏ 
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2 آثبت أن التحویل تا تقابلي . عيّن تحویله العکسی تا" 
3( أوَتَان حموعة النقط الصامدة 
4. المستوي منسوب إلى معلم رم و ي) 
تا التحويل النقطي في الستوي الذي يرفق بكل نقطة م ( س »ع ) النقطة 


«س" CE‏ حیث : 


1 
س ل یہ وت 


و 
1 


1) ہین أن التحويل تا تقابل 
2 بین أن مجموعة النقط الصامدة بالتحويل تا هي مستقم (فہ) 
3 م نقطة من الستوي و و صورتها بالتحویل تا 
أثيت أن منتصف القطعة 1ج م ] يتمي إلى (فہ) وأن الشعاع ‏ وٴ يوازي 
شعاعا ثابتا يطلب تعیینه 
5. الستوي منسوب إلى معلم (م » و » ي) 
تا التحویل النقطي في الستوي الذي برفق بکل نقطة ج ( س ۰ع) النقطة 
2( س ۰ع) حيث : 
س- - 3 س +4ع - 12 
75 3 
2 
1) بين أنه توجد نقطة صامدة وحيدة بالتحويل تا 
2 أثبت أنه مها كانت النقطة م من الستوي فان صورتہا و ' تنتمي إلى مستقم 
ثابت يطلب تعيينه 
3) أثبت أنه إذاكانت و نقطة غير صامدة بالتحويل تا و چم" صورتها فان منتصف 
1 ] ينتمي إلى مستقم ثابت 
استنتج طريقة لانشاء النقطة م 
25ت 


۰ ها 


6 الستوي منسوب إلى معلم (م » و ي) 
تا التحویل النقطي في الستوي الذي برفق بکل نقطة ۾ ( س » ع ) النقطة 
م(س'ءع') حيث : 


و 
ع =3 س +10ع 


1) بين أن التحویل تا تقابلي » عيّن تحویله العكسي 

2 عين محموعة انقط الصامدة بالتحویل تا ۱ 

3) بیّن أن محموعة النقط م من الستوي حيث م » ج » م على استقامة واحدة 
هی احاد مستقیمین . 


7 الستوي منسرب إلى معام متعامد ومتجانس ع و“ ي) 
تا التحویل النقطي في النتوي الذي برفق بكل نقطة ج رس ۰ع ) النقطة 
(س ۰ع) حیث : 
و 


2207 


طا عدد حقيق و ہي مستقم معادلته ع - ط س =0 

. بين آن صورة ۸ بالتحويل تا هي مستقم مث يشمل النقطة م‎ )١ 
2 

کین معادلة ١‏ لستمم ۵ عندما يكون e‏ 


2 وجد العدد الحقيق ط الذي یکون من أجله هر و ۸ متعامدین 


7 
۵ ود 


3 عین قيمتي العدد ط بحیث يكون ھی و ۵ متطابقین 


اء ب سورع اعداد حر 8ة 


3 لات 


تا التحویل النقطي في الستوي الذي يرفق بکل نقطة .ج ( س » ع) النقطة 
۰ (س ۰ ع) حيث : 
س "اس + ماع 


7 


و 
عا حدس +وع 


عيّن الأعداد الحقيقية !۰ب » حہ و الى تكون من أجلها النقطة 
قحا شل a‏ شال OO‏ سور البشئلة ال OSO‏ 
بالتحويل تا . 

9 المستوي منسوب إلى معلم رم و ي) » حاملا محوريه (س"س) 
EES‏ 
تا التناظر بالنسبة إلى دس" س) 
(۸) و ( 4 ) مستقمان معادلتا ما على الترتيب : 


نے 


و و وس 34 نت زان 
بين أنه توجد ثنائية نقطیة وحيدة رو + وٴ) بحیث يكون : 
ودره) : ودره ) و معتاری) 

الا راذب ۰ 


7 کو نے 
10 اس د مثلث . 
7 و 
5 پر ۶ زا ۳ ۹ 04 
1 رب = سورة ۲ مت عع تالا نس دب ادي شعاعه ا ب. 
رر 


٤ 4‏ رف KT‏ ۲ 7 ۳۹ 
1 ما ت صورد اب ح ال سخحات الذى شعاعه وھ 


أثبت أن م هي منتصض الفطعة 51 لمع . 


2. الستوي منسوب إلى معلم رم وء ي) . 

(هر) و (هر) مستقمان معادلتاهها » على الترتیب 

3س +2ع- 025 و 3س -62 +0-1 

ما هما صورتا (ھر) و (۵,) بالانسحاب الذي شعاعه نر ۳ 
3. الستوي منسوب إلى معلم رم »و ي) . 

ره) و (ش ) مستقمان معادلتاهما على الترتیب : 

2س +3ع-0 و4 س +6 ع =5 

0 بین أن (۵) و (ه') متوازیان . 

3 ع رت السعاع شا انز اا و یت یکون ر صورة (4) 

بالانسحاب الذي شعاعه ش . 

3 نفس السژال إذا کان ش بوازي الشعاع ي . 


14 ! و ب نقطتان ثابتتان و ش شعاع غير معدوم . 
عين محموعة ا من المستوي 
عبن ESTES AS‏ 


5 ! و ب نقطتان ابتعان من الستوي . 
عيّن التحویل النقطي الذي يرفق بکل نقطة م من الستوي النقطة وأ : في کل 
حالة من ا حالتین التاليتين : 
1) الرباعي ف و وٴ متوازي أضلاع . 
2 الرباعي اج م و متوازي أضلاع . 


6. و م نقطتان ابتتان من المستوي . 
رہ مستقم اثابت . ج نقطة متغيرة من (۵). 
نسمى 1 نظيرة ) بالنسبة إلى جم و ج/ منتصف القطعة [ ص ] . 
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7 و مت قطان اکان مق استوی:: 
د و 8 عددان حقیقیان موجبان عاما . 
م واج نقطتان متغيرتان من الستوي بحیث یکون الرباعي اب شبه 
منحرف ویکون اج -» + وو -8. 


8 ! نقطة ثابتة من الستوي . 
ره ) داثرة تشمل النقطة أ . نصف قطرها ثابت ومرکزها م متغم 
1) عيبن محموعة النقط م . 

2 (ھ) و ( ۸ ) اسان للدائرة رو ) في النقطتین جم و ج منحالما منجی 
مستقیم ( وه ) ابت . 
عين محموعتي النقطتین ج وه . 

9 (۸) و ( ۸ ) مستقمان متقاطعان . 

TT 
نشيء نقطة ج من (4 ) ونقطة و من (۸ ) بحیث يكون الرباعي اب‎ 
دج‎ 

0. (5) دائرة مركزها 1 ونصف قطرها ی۔ 
انش + فان واو تاره توق فك بكرن الج ی 


ا 


21 (5) و (5 ) دائرتان من الستوي سا رج 

أنشيء مستقما (۵) يوازي (فہ) ویقطع (و) و 6 في النقط 
ا عل ار ی 

نسمي ۲ السقط الفمردى اا !عل زی و ل مص العمودي للنقطة 
5 على ( ام وھ المسقط العمودي للنقطة م۸ عا سی (اح). 

أثبت أن نقطة تقاطع المستقيمين «و وا ققح سی إل 5 

بت أن نقطة تقاطع المستقيمين (د و ) و (22 ) تنتمي إلى (۲۱). 


- 256 - 


3. نهر حافتاه متوازيتان . 1 





! و ب قريتان من جهتين مختلفتين 
ا الو 

نرید إنجاز طریق یربط بین القريتين أ 
و ب ويقطع الہر عمودیا . 

عن النقطة ؟" من الشکل احاور 
بحیث يكون طول هذا الطريةأصغر ما عکن . 


التحا کي : 

4 نعتبر التحويل النقطي تا للمستوي في نفسه الذي يرفق بکل نقطة 
م (س ع) القطة م رس بع ) حيث س - 3 س -4وع > 3ع +2 
1 عين اخدائی النقطة 1 صورة النقطة 1(1 ء 2 ) بالتحویل تا . 
2 ای النقطة ب سابقة النقطة م“ (-2 ٠‏ 0) بالتحویل تا . 
3( انث أنه سل قط سا صامدة بالتحویل تا . 

4 أثبت أن التحويل تا تحاك يطلب تعيين مركزه ونسبته . 

5. الستوي منسوب إلى معلم (م :و » ي). (۵) مستقم معادلته 
2س +ع - 5 -0. حا التحاكي الذي مرکزه ۰3-۲ 1) ونسبته 4. 
آوجد معادلة لصورة الستقم (۵) بالتحاكي حا . 

6 ٤ء‏ ب ۰ ۰ب أربع نقط من الستوي خيث (اب) |/(١ٴب‏ ). 
1 برهن آنه ٍذا کان اب # ام فانه رج تحاکیان مختلفان ؛ 
بخیٹ تکون القطعة [! ب ] صورة القطعة [اب ] . عیّن مركزي هذین 
التحا کیین . 

2 ادرس الالة اب<ا یت 

7 (ی) داثرة مرکزها م . ! نقطة داخل الداثرة (ئ) و71 م. 
نرفق بکل نقطة ج من ( ء ) النقطة و الي هي السقط العمودي للنقطة م على 
الستقم (21 ) والقطة 2 التي هي مركز ثقل الثلث ماج . 
عيّن محموعتي النقطتین و و 2 عندما تتغیر ‏ على (۵) . 


7 مت 


8 اب > مثلث حیث تکون النقطتان ب و < ثابتتين والنقطة ! متغيرة من مستقم 
(رھ) معلوم . 
عين ا حموعات التالية : 
1) محموعة منتصفات القطع [اب] 
2 محموعة منتصفات القطع (اح] 
3) مجموعة منتصفات القطع [ب < ] حيث ب و حا هما منتصفا [ اب ] 
و [1<]. 
4 محموعة مراکز ثقل الثلثات اب < . 
9 امح مثلث و ! متصف [ب <]. 
نفرض أن النقطتین م و ح ثابتتان والنقطة ! متغيرة بحیث یکون طول القطعة 
1117 ] ابا . 
ما هی محموعة النقط ! ؟ 
عق احموعات التالية : 
1) محموعة النقط ب منتصفات القطع ([اح] 
2) حموعة النقط ج منتصفات القطع [١ب]‏ 
3) محموعة النقط و منتصفات القطع 1ا < ]. 
0 (۸) و (۲۸) مستقمان متقاطعان . ! و 2 نقطتان مختلفتان 
أنشيء ماقا !اب < بحیث تكو بب نقطة من (۵ ) وتکون < نقطة من ۵ ) 
ویکون ھ مركز ثقل الثلث اب </ ٠‏ 
1 اب < مثلث . (۵) مستقم . 
أنشيء مثلثا اب ح" متقایس الأضلاع بحيث یکون : 
۲ دلب <] ؛ ب د[<ا] + حو[ات ] و(ہ'اح)/(۵). 
2 ۱ب وم ثلاث نقط من الستوي . 
تا الانسحاب الذي شعاعه اب . 
حا التحاكي الذي مرکزه م ونسبته 2 
ها التحويل المركب حا ٠تاهدحا.‏ 
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1) أنشيء صور النقط ! » م . م بالتحویل ها . 
2 أثبت أن التحویل ها انسحاب يطلب تعبین شعاعه . 
3. الستوي منسوب إلى معلم رم .و ؛ ي) . 
تا الانسحاب الذي شعاعه ش (2 : 3). 
ها التناظر بالنسبة إلى حامل الحور (م ٣‏ ي) . 
1) أنشيء صور النقط م (١‏ - ۰)0۰2 م (0 . 3) بالتحويل المرب 
هاو تا . 
2) هل توجد نقط صامدة بالتحويل هاه تا ؟ 
4. ! و ب نقطتان ثابتتان من المستوي . 
1) تا التحويل النقطى الذي يرفق بكل نقطة م من الستوي 
القيلة وا ار انت E LA‏ ہہ لا رات 
(+1)ء (-1)ء (+2) على الترتيب . 
بین أن تا انسحاب يطلب تعيين شعاعه . 
2 حا التحويل النقطي الذي يرفق بکل نقطة م من الستوي النقطة وٴ مركز 
ا ۔افات المتناسبة 09077" م المرفقة بالمعاملات (+ 1) . :)1+١‏ 
مر سای 
ام أن حا محاك مرکزه منتصف القطعة (اب] . 
ما هي نسبة هذا التحاكي ؟ 
۵ .م 7 ثلا ثة آعداد حقیقیة حيث ۰ + +07۷ . 
ل التحويل النقطي الذي يرفق یکل نقطة م من الستوي النقطة و مركز 
: المساقات المتناسبة للنقط ! : م.. م المرفقة با معاملات » ۰ 8 ۰ على الترتیب . 
شین اتبدویلل في كل حالة من الحالتين التالیتین : 
ه + ۵ < 0 
07۵ 
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اباب العاشر 
افندسة الفضائية 


4 الستویات والمستقمات ٤‏ الفضاء 
5. التوازي في الفضاء 


6. التعامد في الفضاء 





تغالج في هذا الباب الفاهیم الاساسية في ا مندسة الفضائية 
( الستویات ۰ الستقیات وأوضاعها النسبية » التوازي والتعامد في 

تقدم هذه المفاهم بطريقة .بسيطة وبالاعغاد على رسومات وعارين 
متنوعة تسمح للتلميذ تصور الأشكال ني الفضاء . 

الفقرات التالية . و اعت مقررة 5 برنامج شعية ة العلوم 7 


ا موري ام مستقم 4 مقارنة أطوال القطع الواصلة ہی شوه خر 
نقط مستوء الزوايا الثنائية . 
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1 الفضاء . الستوي › الستقم 
1 الفضاء : 


ان السابقة كيف تمثل بعض الاجسام بالورق القوی : 
> المرم » متوازي الستطیلات ... هذه کے 7 من 
بے نت من الفضاء 
الفضاء هو مجموعة غير منتہیة من النقط 
1 المستويات : 
ه طبقة ماء في حالة السكون تعطينا فكرة عن المستوي 
« يمثل كل وجه من أوجه مكعب 
جزعا من دو مثلا » 3 
4 و و في الشكل احاور يمثل 
جزءاً من المستوي 0 
النقط ٢‏ ا و" و 





الشکل 1 
ااستري تجموعة غير منتيية من النقط رهق جر من الفضاء يختلف عنه . 
۰ ثل کل مستو (ط ) امتوازي أضلاع ‏ الشکل 2 ) 
ه دید کل مستو (ط ) جزئین ۱ 
متفصلین رف ) و(رف) من سے 
الفضاء حدهما الستوي ( ط ) 
نسمي كلا من رف ) و 


(ف ) نصف فضاء مفتوحا دفر) 
ویسمی كل من (ف )لا(ط) 
و(ف ) لارط ) نصف فضاء مغلقا الشكل 2 
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1 الستویات والستقمات في الفضاء . 

للمستویات والستقیات في الفضاء اخواص التالیة: 

1( اذا کانت وی وت لك فانه جات کا 
النقطتین ٤ء‏ ب 2 

2 إذا كانت ؟ء م » < ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة فانه 
يوجد مستو وحيد يشمل النقط ٤ء‏ م » < (الشكل 3) 

3 إذا كان لمستو ( ط ) ولستقم ( 5+ ) نقطتان مشتركتان مختلفتان فإن 





(ط) محتوي على (فہ)۔( الشکل 4 ) ۰ 
(ط/ 
رالشکل 3 ) ( الشکل 4) 
4.1 د نعیں تعيين الستوي . 


سس 
ه ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة ( الشکل 5 ) 


٭ مستقم ونقطة لا تنتمي إلى هذا الستقیم ( الشكل 6 ) 
ه مستقيمين متقاطعين ( الشكل 7 ) 





( الشکل 5 ) رالشکل 6 ) رالشکل 7) 
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2 - الاوضاع النسبية لستقم ومستو . 
(فہ) مستقم و (ط ) مستو. 

لدینا ثلاث حالات ممكنة 

1) (فه) و (ط) فا نقطتان مشترکتان . في هذه الخالة تقول إن ر ؛ 
محتو في (ط) . «الشکل 8 ) 








2 (فہ) و (ط ) ها نقطة مشتركة واحدة . في هذه الحالة نقول إن 
(وہ) يقطع (ط) . «الشکل 9) 

43 و ط) ليست فا أيّةَ نقطة مشتركة . 

في هذه الحالة نقول إن ( قه ) و( ط ) متوازيان تماما ( الشكل 10 ) 


ری 





( الشکل 8 ) (الشکل 9) 

3 - الأوضاع النسبية لمستقيمين 
(قه ) و ( وہ ) مستقمان في الفضاء . 
لدينا الحاللات التالية 
1) (فہ ) و «فه )لما نقطتان مشتركتان متايزتان : 

فها متطابقان 
2 (ه, ) و (فه )لها نقطة مشتركة واحدة : فها متقاطعان 
3 (فه ) و (ىه ) ليست ها أية نقطة مشتركة : 

لتکن ! نقطة من (ف, ) 

النقطة ! والستقم (فہ ) يعينان مستويا رط ) 
» إذا كان (قه )<(ط) نقول إن «(فم ) و( ) متوازیان تماما 


( الشکل 11) 


(الشکل 10) 


+3 20ت 


ه إذا كان (فہ ) يقطع (ط ) نقول إن ( قد ) و (9ه, ) ليسا 
في مستو واحد ( الشكل 12 ) 


قر 


رالشکل 11) ( الشكل 12 ) 


خلاصة ما سبق : 





إذا كان (فہ ) و (فهر) مستقیمین في الفضاء فإنہما 
ف ما متطابقان 

انا مضاطات 

ور یا مرا يان انا 

٭ وإما ليسا في مستو واحد 








4 الأوضاع النسبية لستویین 

(ط ) و (طہ) مستويان 

م[ ذا كانت | للمستو: بين (ط ) و( ر ) ثلاث نقط مذتركة ايست على 
استقامة ؤاحدة فان نواس و زط مانا 

» إذاكان (ط ) و ط ) متايزين وكانت لما نقطتان مشترکتان معایزتان 
! و ب فان تقاطعها هو الستقم (اب) 

نقول إن (ط ) و (ط ) متقاطعان ( الشکل 13) 

٭ إذا كان الستویان (ط, ) و (ط, ) ممّایزین زکانت ها نقطة مشتركة ! 
فإن تقاطعه| هو مستقیم يشمل النقطة ! ونقول آیضا إنہما متقاطعان . 
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ه إذا كان (ط ) و (ط ) منفصلین نقول إنہما متوازیان تماما 


( الشكل 14 ) 





إذا كان (ط ) و (ط ) مستویین فاا 
ه إما متطابقان 
٭ وإما متقاطعان 
ه وإما متوازيان تماما 
5 رباعي الوجوه : 
!بح و آریم نقط لیست في مستو واحد 





تين هذه النقط ار مستویات : (ب <) ۰ (راحو)ت 
(اب‌ی) + (ب حی وحدد هذه الستویات الاربعة » جسیا يسم 
رباعي وجوه ( الشكل 15 ) ۹ 

الثقط ۱ء ب › <. و هی رؤوسه 
القطع (زراہبغء [1ح<]» 
[ ب <] ۰ [41]» [ب و ]> 
أجزاء الستویات ا حددۃ بالثلثات 


اب = «s>!‏ او 





ب ٤<‏ » هي وجوه رباعي الوجوه 
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عرین محلول : 
[ م س ) ۰[ مع) [ م ص ) آنصاف مستقمات ليست في مُستو 
واحد . ! و نقطتان معایزتان من ] م س ) 

ب وب نقطتان متايزتان من ] م ع ) » < و <' نقطتان معایزتان من 
]م ص ) 

قب آن الستقیمین اسر ات1 عتقاطعان او متوازیان 
2 نفرض أن الستقمات «اب)۰ (ا<)» (بح) تقطع 
الستقعات (1 ب ) » (<) رب < ) في النقط ۰8 8 » » 
على الترتيب 

و ات آن النقط ا ن مستویا وأن اللقط ا سےا ےا 
تعيّن مستویا وأن هذین المستويين مختلفان 

ه أثبت أن النقط الثلاث » ء 8ء 8 على استقامة واحدة 














ا حل : 
اٹ سس رر تر مہ 
الستقمان (اب) و(1 ب" ) محتویان ف هذا الستوي . فها ‏ اذا 
اما ای ماد انت 7 
2 النقط ؛ » ب » < ليست على 
استقامة واحدة لأنه لوكانت < 
نقطة من (اب) لكانت < 
نقطة من المستوي رم ب!) 
وبالتالي تکون المستقمات 
(م۱) ۰ (مب) ۰ (مج) ق 
مستو واحد وهذا یناقض الفرض 





وبنفس الطريقة عکن للاثبات عل أن . ' ببح" ليشت عل 


ادن : 
اب < تعيّن مستویا و ۷ب" < تعن مستویا آخر 
الستقم (م1) بقطع الستوي (اب <) في النقطة !. 
ما أن 1 و )" مختلفتان فالتقطة 4 لا تنتمی إلى الستوي (اب خ) 
رھ الستویان اب <) یر تام اق 
النقطة ». تنتمي إلى المستقيمين رب <) و (ماحا) فهي نقطة 
مشتركة للمستویین راب <) و راب <) 
كذلك النقطتان 8 و 8 مشترکتان طذین الستوین . 
الستویان (اب <) و (1 سح ) مختلفان وها نقطة مشتركة فها 
متقاطعان وتقاطعها مستقم یشمل النقط ۰ ۰ 8.8 
إذن : :8ء 8 على استقامة. واحدة . 
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التوازي في الفضاء 


1 الستقیات المتوازية 

1 - تعريف 

يتوازى مستقمان في الفضاء إذا وفقط إذا كانا متطابقين أو كانا في 

مستو واحد وا 

٭ إذا توازی مستقمان وكانا منفصلين نقول إنہما متوازيان تماما 

ه في افندسة الستوية إذا كان مستقعان منفصلین فإنبيا متوازیان » ینغ 
اهندسة الفضائية هذا غير صحیح إذ يمكن أن یکون مستقمان منفصلین 
دون أن یکونا متواز بین 

ه مستقمان متوازیان تماما بعینان مستویا . 


1 - نظرية 1 








إذا كان رفء ) مستقما وکانت ! نقطة من الفضاء فإنه یوجد مستقم 





وحيد يشمل ! ويوازي (فہ) 


الرهان 

بالفعل 

٭ إذا كانت ا1د (فہ) فان (فم) 
هو الستقي الوحید الذي پشمل ) «ف» 
ويوازي (فہ) . ( الشکل 17 ) 


ه إذا كانت ا2(وہ) فان 
(ہ) و ! يعينان مستویا (ط ) 
ونعلم أنه يوجد في (ط ) مستقیم 
وحید يشمل ! ويوازي (فه) . 
رالشکل 18 ) 
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1 - نظرية 2 


| إذا كان (ف, ) و ( ىه ) مستقیمین متوازیین وکان ( ط ) مستويا أ 


| یقطع (وم ) فإن رط ) يقطع آیضا (9, ) 
الرهان : 


رف ) و (ئ,) مستقمان متوازیان و (ط) مستو حيث 
EOE)‏ 
٭ إذا کان رف ) و (ار) متطابقين فإنه من الواضح أن 
(رط)۸٥(ف‏ ) -(۱) 
٭ دا كان (فیر) و (فمر) 
متوازيين تماما فانہیا يعينان 
.مستويا (طٴ) تلف عن 
الستوي (ط ) 
ما آن رط ) و (طٴ) فا نقطة ۱ 
مشتركة ! .فها متقاطعان. وتقاطعها ۰ (الشكل 19 ۲ 
سوب شع ری i‏ 0 النقطة 1 لأن (ه) 3 
)قي € ال سج 
إذن المستوي ( ط ) يقطع | استقم ( هه ) في النقطة ' 
1 - نظرية 3 
رف ٢)‏ (د:) و و (فه ) ثلاثة مستقمات في الفضاء . 








ّْ إذا كان (قه ) يوازي (فمر) وکان ( و ) يوازي (ف, ) فان | 
| (فی) يوازي ( 9 ) . 0 
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الرهان : 

(49 ) » (ف) و روم ) ثلاثة مستقمات ‏ الفضاء 

حيث (وفع ) // ( فر ) و ( ف ) |ا(,) 

لندرس وضعية ( فم ) بالنسبة إلى (فم ) . 

لدينا حالتان مکنتان : [( فم ) و (ب ) منفصلان] و[ رف ) 
و رف ) غير منفصلین ] . 

الحالة الأولى : (فہ ) و (فہ ) غير منفصلین 

لتكن ! نقطة مشتركة بين المستقيمين (فم ) و ( ف ) 

تلم أنه يوجد مستقم وحيد یشمل ‏ ويوازي ( 9ار ) . 

بما أن المستقيمين (فہ ) و (فہ ) يشملان النقطة ! ویوازیان ( ف ) فها 
مطاقاق 

اححالة الثانية : (5 ) و (فهر ) منفصلان . 

لتكن ! نقطة من (فہ ) و ط ) الستوي المعين بالستقم ( ف ) وبالنقطة 
۱ 


حسب النظرية السابقة لو كان 
e E‏ 
(فہ ) وبالتالي بقطع ( دہ ) وهذا 
یناقض الفرض : ( فر ) د (ط ) 
إذن (فه ) محتوي في (ظ). 
ما أن الستقیمین ( ف ) و (فتر) 
منفصلان ومن نفس الستوي 
( ط) فها متوازيان تماما . 





( الشكل 20 ) 
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2 المستويات والمستقمات المتوازية 
2 ۔ تعریف : 





| يكون مستقم ( 5ه ) ومستو ( ط ) متواز بین إذا وفقط إذا كان ( ط ) 
و (وہ) منفصلين أو كان (فہ) محتويا في (ط ) . 





إذا كان الستقم ( 5 ) والستوي ( ط ) منفصلی نقول پا متوازيان تماما 
2 . شرط توازي مستقم ومستو : 
یکون مستقیم (فہ ) موازیا لستو رط ) إذا وفقط إذا كان (فہ) 


موازيا لستقم من الستوي (ط ) 

الرهان : 
« إذا كان (فہ) د (ط ) فان النظرية واضحة 
٭ نفرض فیا بلي أن (فہ) غير محتو في (رط) 
1) نفرض أن (فہ) يوازي ( ط ) 
ونبرهن أنه بوجد في الستوي 
رط ) مستقم يوازي (فہ) . 
لتكن ! نقطة من ( ط ) . (فہ) 
و ا يعينان مستويا ( ط' ) يختلف 
عن (ط) وتقاطم (ط) و 
(ط') هو مستقم (۵) . 
(09) و (۵) من نفس الستوي 
(ط') وها مفصلان لأن 
(وہ) و (ط ) متوازیان ماما 
وبالتالي (فہ) و (۵) متوازیان 
اا رن 
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2 نفرض أنه یوجد في الستوي ( ط ) مستقم (فہٴ) يوازي الستقم 
(فہ) ونبرهن أن (فہ) يوازي (ط). وس 
لوکان رط ) يقطع (فہ) لكان , 
آیضا یقطع ( ف ) 
1 لأن رفن //( ف )] وهذا 
يناقض الفرض (فہٴ ) د ( ط ) 2 
إذن (فہ) و رط ) متوازيان ( الشكل 22 ) 

2 - نتائج : 

انطلاقا من النظرية السابقة يمكن التأكد من النتيجتين التاليتين 


1. إذا كان مستقیم (05) يوازي 
مستويا ( ط ) وكانت ! نقطة من 
(رط) فان الستقیم الذي يوازي 
| (فہ) ویشمل ! تو في (ط). 


رق 


ط/ 
(الشکل 23 ) 


(۵) 
(ق) 


2 ادا كان مستقم بوازي مستو بین 
متقاطعين فانه ‏ يوازي ‏ مستقم 
تقاطعها 





3 المستويات المتوازية 44 ۱ رط 
3 - تعريف : ( الشكل 24 ) 





3 ۔ شرط توازي مستويين : 





الرهان : 

و إذا كان الستویان متطابقین فان النظرية واضحة . 

ه نفرض فیا يلي أن الستویین ( ط ) و (طٴ) مختلفان . 

1) إذا كان رط ) و رط" ) متوازيين فان کل مستقم من ( ط ) يوازي 
رط ) . 
إذن رط ) يحتوي » على الأقل » على مستقيمين متقاطعین بوازیان 
رط ) . 

2 نفرض أن رط ) يحتوي على 
مستقیمین (فه ) و (فیر) 
متقاطعین موازیین للمستوي 2۵ 
(طأ) ونرهن أن (ط) و 
رط ) متوازیان . 
لو كان (ط ) و (ط ) متقاطعین 
لكان تقاطعها مستقما (۵) . 


من ( فم )//(ط) ومن (ف)//(طٴ) ‏ رالشکل 25) 
نستنتج أن ( فم ) //(۸) 

كذلك » من ( ف ) |/(ط) و من ( فر ) ||/(طٴ) 
نستنتج أن ( فهر )//(5) ویکون » 

عندئذ » (فہ )//( ىه ) وهذا يناقض 

الفرض : (قه ) و (فیر ) متقاطعان . 

إذن (ط) و (ط) متوازيان . 





لوٹ 


3 ۔ نظرية : 


وحید (ط ) يوازي (ط ) ویشمل م 
الرهان : 


ہ وجود (ط') : 
متقاطعين من الستوي (ط). ھ2 
المستقمان (4 ) ورهر) اللذاد 


ورف ) متقاطعان فها یعینان 2 


تويا (ط" ) بوازي (ط ) ۱ 
مستویا (رط ) بواري راد 6 





ه وحدانية (طٴ) : 

نفرض أنه يوجد مستو (ط ) بختلف عن ( ط' ) ویشمل م ویوازي 
(ط). 

الستویان ( ط') و (ط”2) متقاطعان وتقاطعها مستقم (A4)‏ 
الستقمان التقاطعان ( فم ) و (فه ) من رط ) یواز زبان (۸) لان کلا 
مب EDEL‏ ) وهذا تناقض لأنه لا بوجد مستقيم يوازي 
21 تقیمین متقاطعین 

إذن رط" ) ورط" ) متطابقان وبالتالي رط" ) وحید 


3 - نظرية : 


(ط ٠)‏ رطر) » رط ) ثلائة مستویات 
إذا کان (ط ) يوازي (ط ) وکان (ط, ) يوازي (ط,) 


فان (ط ) يوازي (ط, ) 





بے 74 رت 


الرهان : 

نفرض أن رط ) و (ط ) متقاطعان ولتکن ! نقطة مشتركة بينهها. 

الستویان (ط ) و (ط ) مختلفان ویشملان النقطة ! ويوازيان الستوي 

(ط,) 

وهذا تناعقض مع النظرية السابقة ادن (ط,) و (ط,) متواز بان 

3 ب نتائج : 

انطلاقا من النظريات السابقة يمكن التأكد من النتائج التالية 
پک 








1. إذا کان (ط,) و (طر) 


مستویین متوازيين وكان (ط ) 
مستویا یقطع (ط,) 
فان رط ) يقطع (ط ) 

۱ تقاطعه| متوازیان . 


سس موی ہے حت 








1[ ی و 
اسرد 1 


2 إذا کان ۔رط, ( و (ط, (٠‏ . 
مستويين. متوازيين وكان (فہ) ۶۰ 


. یوازي (ط ) فإن. (فہ) بوازي. _ 
(طر).. 








آ3 إذا کان رط ) و (طی ! 
مستوبین متوازیین وکان (فہ) ۱ 
مستقیماً بقطع (ض) فان 


(فه) یقطع (ط, ). 





(الشکل 29 ) 


دا 2115نت 


تمرين محلول : 

ا 4 رباعی وجوه » ا منتصفات القطع رصح ] ) 

[ 1 ] بو[ او ] على الترتيب 

1 ات أن الستوی ای بالقط ۲ » ب ٹڑے بوازي الستقیمین, 
(اب) و(حو) 

وأن الرباعي 1 ب < و" متوازي أضلاع 


ال : 

Fd‏ اد هقی E‏ را یت 
!1 <]. 
نعلى في هذه الحالة أن. 

(اب) //(اب) 

إذن اب ) يوازي الستوي 


راب ) 











لا نه يوازي الستقم راب 
من هذا الستوي 


کل .لا دماح کو 


۳ 


1 ۳ 5375 7 
بای 2 و ان اخ 4 3 1 kl (iz‏ 3 
0 7 ی ام کاو 


5 1 4 
(الشکل 30 ) 
2) لبردن ان الستوي (ا ب ۸ ) يقطع الستقم رب 5 ). 


(؟ مب <٭) متوازیین لان (اب) يوازي (اآب" ) 


ومن (ح<و) يوازي (! بح ) نستنتج أن ( ٤‏ ) يوازي (اب و ) 
وهذا یعنی أن !.ب ح٤‏ و تنتمى إلى مستو واحد وهذا تناقض. 
إذن ( "6 ') يقطع (م و) في نقطة و". 

لنبرهن أن ء" هي منتصف [ب4 ] . 

الستویا ی (7 ب < ) و رب < و ) متقاطعان وتقاطعها هو الستقم 
را ء) 

الستقم ( ١<‏ ) يوازي كلا من الستویین ( ب" < ) و (ب <د) 
فهو إذا يوازي تقاطعها ( 1ء ) 

في المثلث م حء لدینا : 1 منتصف [ م <] و( 5 )//«حو) 
ومذا يعني أن ء" هي منتصف [ب 4 ] 

ما أن < متصف ([او] و و" منتصف [ب4] فان 
(حٴو') /(اب) . 

ومن جهة آخری لدینا : 

(ااب') ۱/(اب) و (ب'ح) |ا(حی و( //(حی 
ومنه : (اٴبا) // ( <۶ ) و (اٴ:)|/(ب'ح) 

إذن 1 ب > و" متوازي أضلاع . 


VEE 


| صسنددوسنہ ] 


1 ا مستقمات التعامدة في الفضاء 

1ے ربق 

(فه ) و (فہ) مستقمان في الفضاء و م نقطة من الفضاء . 

نعل أنه يوجد مستقم وحید (۵,) يوازي (فم ) ویشمل م . 
كذلك يوجد مستقم وحید (5 ) يوازي ( دہ ) ویشمل م . 
عندما یکون الستقمان (5 ) و (ھ) متعامدین نقول إن (29 ) 
و( دہ ) متعامدان 0 الفضاء . 


التعريف : سس 
یتعامد » في الفضاء ۰ مستقمان (رفه, ) و (دء ) إذا وفقط إذا کانا 
موازیین لستقیمین (۵, ) و(5 ) متقاطعين ومتعامدین 






الترمیز : إذا تعامد مستقمان (فه, ) و(فتر) في الفضاء 
نکتب : رف )1 ( 9ار ) 

ملاحظة : رق 

في افندسة الفضائية عکن 

لمستقيمين أن يکونا متعامدین دون 

أن یکونا متقاطعین بيا في الهندسة 

الستوية إذا تعامد مستقمان فإنہم| 

يتقاطعان . 

)23( 

«الشکل 31) 
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1 ننتائج : 

عکن التأكد من النتیجتین التالیتین 

1 «فه ) ورفه ) مستقمان متعامدان في الفضاء . 
مها كانت النقطة م من الفضاء فان ا مستقیمین اللّذين بشملان م 
ویوازیان ( فم ) و ( فا ) متعامدان 

2 (فه ) ؛ (فمر ) و (۵) ثلائة مستقمات في الفضاء . 
إذا كان (فه, )اد ) وکان (۵) ل رف ) فان (ه) ل ری ,) 


2 المستقمات والمستويات المتعامدة 

2 - نظریة وتعریف : 

(۵) مستقم وام نقطة من (4) 

يوجد ي كل مستو بحتوي على (۵) مستقم وحيد يعامد (۵) في 
لیکن ( 05 ) و (فه, ) مستقيمين متقاطعين في م ويعامدان (۵) 

يعين هذان الستقمان مستويا (ط ) 

لنبرهن أن (ھ) يعامد كل مستقیم من (ط ) 

لیکن (فہ) مستقما من (ط ) 

لدينا حالتان : (فہ) يشمل م» (فہ) لا يشمل م 

ه الحالة الأوی : (وہ) يشمل م : 

لتكن ! و ' نقطتين مختلفتين من (ھ ) ومتناظرتين بالنسبة إلى م وليكن 
رفه ) مستقما من ( ط ) بقطع المستقمات ( ف ) ۰ ( فر ) و(فہ) في 
النقط م » < » هم على الترتيب 

لدينا : 

اہب[ لأن رف ) حور ۲111 في الستوي وب | 


--1م( لأن (5 ) حور 111 ] 5 الستوي رح ) 


ے 1379 ۔ 


الثلغان اب > و 1 ب <متقاسان 
وبالتاي : 


مکھکے اسر 






ات ےنت 
من اب و - اب و 
و اباب 
متقايسان وبالتالی !م <! م . 
الثلث ما متساوي الساقين 
والستقیم ( م ) هو متوسطه 
المتعلق بالقاعدة 117 ] فهو إذا عمودي على (ا ال (الشكل 32 ) 
إذن (ھ) يعامد (فہ) 

٭ الحالة الثانية : روم لا يشمل م 

يوجد في الستوي (ط) مستقم (فه" ) يشمل م ويوازي (فہ) . 
حسب ا الة السابقة (ھ) يعامد (وہ“) 

وما أن (فہ) يوازي (فہ“) فان (۵) يعامد (فہ) 


ومنه النظرية والتعریف التاليين 


۰ ٠ 
re resme ana سوس عيمس سوج ی‎ rear r r  َأآَتنل ہے ھل ره‎ 
2 






إذا كان مستقیم (۸) عمودیا على مستقيمين متقاطعين من مستو 

رط ) فان (ھ) عمودي على كل المستقمات من رط ) 

تعربف : 

نقول إن الستقیم (۵) عمودي على الستوي ( ط ) إذا وفقط إذا 

كان (5) عمودیا على كل الستقمات من رط ) 

إذاكان (ھ ) عمودیا على ( ط ) نقول أيضا إن ( ط ) عمودي على (۵) 
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2 - قرط تعامد مستقم ومستو : 

من النظرية والتعریف السانقین نستنتج النظرية التالية 

نظرية : 
یکون مستقم (۵) عمودیا على مستو رط ) إذا وفقط إذا كان 





(۸) عمودیا على مستقیمین متقاطعين من ( ط ) 


2 - نظریات : 

يمكن التأكد من النظریتین التالیتین ( انظر إلى القرين رقم 38 والقرین رقم 

(39 

نظرية 1 : 
إذا كان (۵) مستقما وکانت م نقطة من الفضاء فانه بوجد مستو 
وحيد يعامد (4) ويشمل م 






نظرية 2 : 


إذا کان (ط 4 مستویا وکانت 4 نقطة من الفضاء فانه بوجد میم 
وحيد يعامد (ط ) ويشمل. م 


انطلافا ما سبق تحصل على النتائج التالية 
« إذا توازى مستويان فان كل 


مستقم يعامد أحدهما يعامد 


الآخر 
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رق 
٠‏ إذا توازی مستقمان فان کل مستو 
بعامد أحدهما یعامد الآخر 





ر الشکل 34 ) 


۰ اذا ی اه | 4 
بد اون مستویان سس لستقم 
فإن هذین الستویین متوازیان 


ه إذا عامد مستقمان نفس الستوي 
فان هذین المستقيمين متوازيان 


۰ بتعامد مستقمان ٤‏ الفضاء إذا 
وفقط إذا كان أحدهما عمودیا 
على مستو محتوي على الاخر 





رالشکل 37 ۱ 
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2 - رین خرن 
رط ) مستو و (۵) مستقم عمودي على (ط) في النقطة م 
(فہ) مستقم من (ط) لا یشمل 2 


! نقطة من (ھ) تلف عن ه و م نقطة من (فه) 
برهن أن : (هم درف ج ( أو درو 
ا حل : رم 
(فه) عمودي على (ه) لان 
(۵) عمودي على (ط ) 
٭ إذا كان (2 م ) عمودیا على 
(فه ) يكون (فہ) عموديا على 
ليون ی 
(22 )و١2‏ ) وبالتالي 
يكون (فہ) عموديا 9 ) 
على الستوي (21) . ۱ 
إذن : (فہ) عمودي على (21) 
» إذا كان ( ۲م ) عمودیا على (فه) یکون (فہ ) عمودیا على الستفیمین 
المتقاطعين ( و ) و (۵) وبالتالي یکون (فه) عمودیا على الستوي 
)221( 
ادن (فہ) عمودي على (22) 
2 - الستوي احوري لقطعة مستقم : 
تعریف : سب 
1 ب نقطتان معایزتان » م منتصف القطعة [ اب ] 
الستري العفودي عل سم را ال م رسفي الستوي 
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ملاحظات : 

رم تہ کر ورک جک رس 
هو حور للقطعة [ اب ] 

« کل مور للقطعة [ اب ] هو مستقم من الستوي ا حوري للقطعة 
1 اب ] 


في الستوي نعم أنه إذا كانت ؟ ۰ م نقطتين مقايزتین فان مجموعة النقط ج 
التي تحقق الساواة ج != م ب هي مور القطعة 11ب ] . 
وئی الفضاء لدينا نتيجة مائلة : 
إذا كانت ! و ب نقطتین متايزتين فان مجموعة النقط م الي نحقق المساواة 
م != د ب هي المستوي ا حوري للقطعة [١ٴب]‏ 
3 - مقارنة أطوال القطع الواصلة بين نقطة ومختلف نقط مستو 
3 - المسافة بين نقطة ومستو : 
( ط ) مستو» ا نقطة من الفضاء » 2 نقطة تقاطع ( ط) مع 
الستقیم الذي يشمل 1 ويعامد (رط ) 


مها كانت النقطة م من (رط ) لديا : 1 <او 
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بالفعل : 

٭ إذا كانت ۰۲ ۰ م متايزة فان الثلث 21ج قائم في 2 و اج وتره 
ومنه النتيجة 

٭ إذا كانت نقطتان من النقط 
الثلاث 1 ء 2 » م متطابقتين فان 
النتيجة واضحة . 
يسمى الطول د بالتعريف 
السافة بين النقطة ! والستوي رط ) ۱ 


(الشکل 40 ) 
3 ۔ مقارنة أطوال القطع الواصلة بين نقطة ومختلف نقط مستو : 
نظرية : 
70-07 "0" من الفضاء » 2 نقطة تقاطع ( ط ) مع 
المستقم الذي يشمل ! ويعامد (ط) 
.مها كانت النقطتان مب و ح من (ط) لديا : 


وب = ۵ وج ه ان دام 


۱ وب < هوحن اب نا ح 


بالف 


عم كان ھ ب = ھ ح فان المثلتين القائمين ٤ھ‏ ب و اه < متقايسان ومنه 








وو 
وإذا کان اب دام فان المثلنين القائمين ! قم و اوھ متها يسان 
وبالثاني. 2ھ وس := ® سے 


دن 2 صم حت موجه | می عه أله 


١ 
الم‎ 
0 
ا‎ 
۱ 


و إذا کان 2ب < 2 < فانه توجد 
نقطة ف من القطعة ۵ < تحقق 
الساواة ھب < هب ومنه 
اب -اب' 
وي الستوي اه ح لدینا : 


وب < هه اب < اج 





ادن : 
هب < ه < جه اب << 
(الشکل 41) 

4 . المستويات المتعامدة 

4 - تعريف : 

(ط) مستو و (۵) مستقم عمودي على (ط) 

كل مستو بحتوي على (۵) يسمى مستويا عموديا على ( ط ) 
7 ار بف : سس م n‏ 
| یکون مستو (ك) عموديا على مستو (ط) إذا وفقط إذا احتوی | 
(ك) على مستقم عمودي على (ط ) 











على الستوي ( ط ) فان (ك) 


لتکن م نقطۃ تقاطع 6 
رط ).الستویان رط ) و رل ) 
متقاطعان وتقاطعها مستقم 





(فہ) یشمل م 


لیکن ( هه ) الستقیم من رط ) العمودي على (فه) في النقطة م 
الستقم ( وه ) عمودي على الستقیمین التقاطعین (ھ) و(فه ) من 
(ك). فهو عمودي على (ك) 

ادن المستوي ( ط ) عمودي على المستوي (ك) 

ومنه النتيجة التالية 


إذا كان مستو ( ك ) عموديا على مستو ( ط ) فإن المستوي ( ط ) 
عمودي على المستوي (ك) ونقول إن المستويين (ك) و(ط) 





الرهان : 

(ط) و (ك) مستويان متعامدان 
تقاطعها الستقم ( فہ) . 

! نقطة من (ك) .(5) مستقم 
يشمل | ويعامد (ط) ' 

(5 ) مستقم من (ك) يشمل أ 
ویعامد "(افه . ما آن المستويين 
(ط ) و(ك) متعامدان فانه 
يوجد » في الستوي ( ط ) مستقم 
(فہٴ) يعامد المستوي (ك). الل كين 

المستقم (فہٴ) عمودي على كل مستقیم من ( ك ) فهو عمودي ع (۵ٴ) 
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لدينا : 

(ھٴ) يعامد المستقيمين المتقاطعين (فه ) و (هه ) فهو إذاً عمودي على 

المستوي رط ) 

الستقمان (ه' ) و 4 ) يشملان النقطة ! ويعامدان المستوي ( ط ) فها 

متطابقان 

إذن ری د رل) 

ه مما سبق نستنتج آیضا النتيجة التالية 

إذا کان لك ) و رط ) مستویین متعامدین وکان ( دہ ) مستقم نقاطعها 

فان كل مستقم من (ك) عمودي على (وہ) یکون عمودیا على رط ). 

2. إذا كان ( ك ) و رل ) مستويين متقاطعین وکان کل منهما عمودياً 
على مستو رط ) فان مستقیم تقاطم (ك) و رل ) یکون عموديا 
على ( ط ) 














الرهان : 
(ك) ورلك ) . حسب النظرية 
السابقة کل من (ك) ورك) 
يحتوي على المستقم الذي یشمل ! 
ژیعامد (ط ) . 
دا هذا الستقیم هو مستقیم تقاط 
قیرفت 

رالشکل 44 ) 


3. إذا كان (ك) و(ك') مستویین متوازیین وكان ( ط ) مستویا 





عموديا على (ك) فان (ط ) عمودي على (ك ) 
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الرهان : 


عا أن (ك) و (ط) متعامدان فان 

( ط ) ضری عل مستفم عمودي 

ل ر اه و رم 
رھاب لات 45 Ca‏ 1 

51× 2 

متواز یان 

إذن رط ) عمودي على (ك ) 







( الشكل 45 ) 


4. إذا كان مستقم ( دہ ) ومستو ( ط ) عموديين على نفس المستوي 





(ك) فإن (فہ) و (ط ) متوازيان 


الرهان : 

الستوي (ط ) بحتوي علی مستقم 
(ھ) عمودي على (ك) لان 
(ط) و (ك) متعامدان . 
الستقعان (فہ) و (4) متوازیان 
لأنہما عمودیان على نفس الستوي 
(ك) 

إذن (فہ) و( ط) متوازیان لأن 
(ط) يحتوي على المستقم (4) 
الموازي للمستقم (فہ) 


( الشكل 46 ) 


ہے 2869 - 


5 - الزوایا الثنائية : 
5 - تعریف : 


رط ) و(ك) مستویان متقاطعان 
تقاطع نصف فضاء مغلق حده (ط ) مع نصف فضاء مغلق حده 


(ك) یسمی زاوية ثنائية 





ه مستقيم تقاطع الستویین (ط ) و(ك) یسمی حرف الزاوية الثثائية 

ہ٭ سمی رصفا الستویین اللذان محددان زاوية ثنائية وجهى هذه الزاوية 
الثنائية 

٭ نرمز إلى الزاوية الثنائية التي وجهاها (ط ) و( ك ) بالرمز [ ط' » ك ] 

۰ ادا کان (ط ) و١(ك)‏ متعامدين نقول إن الزاو بة الثنائية قا نة 





5 - القطع القائم لزاوية ثنائية : 
إذا كانت [ ط" ‏ لك ] زاوية ثنائیة حرفها رف ) فان تقاطعها مع مستو 
عمودي على (فہ) هو زاوية [مس ۰ع] حيث مد (فه) » 
[ مس ) د(رط )۰ [مع)<(ك ) » تسمی الزاوية [ م س ۰ مع ] 
مقطعا قائما للزاوية الثنائية رط ل ] إت 
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تعریف : ۰ 
یسمی تقاطع زاوية ثنائية مع مستو عمودي على حرفها مقطعا قاما ها 





نتائج : 
نذ کر فما يلي نتیجتین متعلقتین بالقاطع القائمة لزاوية ثنائية 


1) کل القاطم القائمة لزاوية ثنائية متقايسة 

2 تكون زاویتان ثنائيتان متقایستین إذا وفقط إذا نقایس مقطع قائم 
'لإحداهما ومقطع قائم للاخری 

5 - الستوي النصف لزاوية ثنائية : 

[ ل ۰ ل ] زاوية ثنائبة حرفها رفه) 

و ئوہ وی 

ا ہے الراونة بر ی ۳۵ 

يسمى نصف الستوي (ل” ) الذي حده (وہ) ومحتوي على [م ص ) 

منصف الزاوية الثنائية [ ل » ل" ] 


( الشكل 49 ) 


رف 





عارین 


الستویات والمستقمات في الفضاء 

1. رط ) مستو» ! نقطة من (ط ) و(۵) مستقم في رط ) لایشمل النقطة 
اب نقطة من الفضاء لاتنتمي إلى (ط ) . 
آثبت آن الستقیمن (۸) و( ات لسا فى مستو واحد. 


2 +2 ) و(ه ) مستقمان ليسا في مستو واحد . 
! ء ب نقطتان مختلفتان من (4). 
4ب نقطتان مختلفتان من (8' ) 5 
أثبت أن النقط )+ مف ؛ 1 ؛ مب ليست في مستو واحد . 


3 (۵) و (۵ ) مستقعان ليسا في مستو واحد . 
ا نقطة من (ه و !؟ٴ نقطة من (8'). 
(۵) و 1 یعینان مستویا (ط ) ؛ (۵ٴ) و ! یعینان مستویا (طٴ). 


عين مستقیم تقاطم الستویین (ط ) و (ط'). 


4 اب ح و أربع نقط لست في مستو واحد . 
ا لت أن لات لطعت لیست: عل استقامة: واعدغ 
2 عين عدد الستویات المعينة بالنقط الأربع . 
م عبن مستقيات لقاطع هذه الستويات مث مثى 


5. (ط ) مستو. (ھ) و (4) مستقمان في (ط ) متقاطعان . م نقطة من 
الفضاء لاتنتمي إلى (ط ) . 
(ك) الستوي المعين بالنقطة م والمستقم (ھ) . 
رك ) الستوي المعين بالنقطة و والمستقم (مٴ) . 


ع سنال تشاطه تو ديرا 71 ك 
ین دستقم لع المستويين (ك) ورك ). 


کا د 


6 (ط) مستو. (۵) و(۸ ) مستقمان في رط ) متقاطعان في نقطة ۲ . 
(فہ) مستقم یقطع رط ) في نقطة م تختلف عن 1. 
عيّن محموعة الستقمات التي تقطع في آن واحد الستقیات الثلاثة (۵) » (ھٴ) 


و (9ه) . 


7 (ه)و(ه) مستقعان ليسا في مستو واحد . 
؟» ب نقطتان من (ھ) وب" نقطتان من (ه'). 
آثبت آن الستقیمین الع تمدن سایق مستو واحد . 


۵8 (ط ) مستو. م ؛ < نقطتان مختلفتان من (ط ) . 
| نقطة لاتنتمي إلى ( ط ) . م نقطة من الستقم ()ب) و م نقطة من المستقم 
رای 
أثبت أنه إذا قطع الستقم ( م ج ) الستوي ( ط ) فانه ية بقطع الستقم رب <) . 
9. ب حو رباعي في مستو ( ط ) . نفرض أن اب حو ليس شبه منحرف . 
م نقطة لاتنتمي إلى (ط ) . 
عين مستقم تقاطع المستويين (ماب) و(محو). 
م مستقم تقاطع المستويين (مأ5) وم ب <). 
0 ب حو متوازي أضلاع في مستو رط ) . 
م نقطة لا تنتمي إلى (ط ) . 
ود الستویین (م!<) وم ی و) . 

. (طر) و (طر) مستویان متقاطعان و ۵۸۱ ) مستقم تقاطعها . 
وت الود , ) بحیث المستقيم ( ب ) بقطع الستقم (۵) 
في النقطة <. 

م نقطة لا تنتمي إلى المستويين (ط, ) و( ط, جح وت 
و( ٣ص‏ ) المستوي ( طر, ) في النقطتین 7 .ما على الترتيب . 


ات أن النقط الثادث / 7ھ 20 عل استتی مه واحدة 1 


EPL RE 


3 
2. (ط) مستو. (۵) مستقم يقطع رط ) في نقطة 2 . 
أ » م نقطتان من (ھ) و ج نقطة من الفضاء بحيث يقطع المستقمان (12) 
و( م ب) المستوي (ط ) في النقطتين 4 م“'. 
أثبت أن النقط الثلاث ه »4 + ب" على إستقامة واحدة . 


5 عند ل سر حتاف 
1 ؛ ب ؛ ح منتصفات القطع [ م ح] ؛ [<!] ء [1ب] على الترتيب . 
و نقطة لا تنتمي إلى المستوي (ط) . 
أثبت أن المستويات (715)؛ (وبب]) ؛ (وححٴ) تتقاطع حسب 


4. ام حو رباعي وجوه . م منتصف القطعة [ء ] . 
ھ مرکز ثقل الللث اب < 4 
ه أثبت أن الستقیم رم ه) یقطع الستوي (ب <و) في تقطة ي 


ه أثبت أن الرباعی م ي حو متوازي أضلاع . 


5. !م حو رباعی وجوه . 2 مركز ثقل الثلث ب حو. 
2 مركز ثقل المثلث ا وی ۱ 
آثبت أن المستقيمين (۵1) وب 8 ') متقاطعان . 


16 اب <و رباعي وجوه . (ط ) هو الستوي «ب <و) . 
(ھ) مستقم من (ط ) يقطع الستقمات (ب<) ؛ (حو) ؛ 
رب و) في ثلاث نقط مختلفة . م نقطة من القطعة 11 <]. 
( ك) هو الستوي العین باللقطة و والستقم (۵) . 
1) عين مستقم تقاطع الستویین (ك) وراب ح). 
2 عين تقاطع الستقم (اب ) مع الستوي (ك). 
3) عين مستقيم تقاطع الستویین (ك) وراب ه) . 
انت ان هذا الستقم یقطع الستقم م و ) في نقطة تنتمي إلى (۸) . 
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یر و 
. (فهر) ورف ) مستقمان ليسا في مستو واحد . 
5 (ھە,) و(۵) الستقم الذي يشمل ! ويوازي (فەر) . 
1 أثبت أن الستوي روطع الین بالستقیمین (فمی) و(۵) يوازي تام 
(فهر) . 
2 بين أن الستوي (ط ) ابت » عندما تتغير النقطة ! في (فیر) 
8 (ه, ) و( وهر ) مستقمان ليسا في مستو واحد . و ! نقطة من الفضاء . 
أثبت أنه يوجد مستو وحید یشمل ! ويوازي الستقیمین (فە, ) و (ده) . 
9 (فہ) و(ك) مستقمان متوازیان من مستو رط ) . 
(ك) و(ك ) مستویان متقاطعان بحتویان على (فہ ) و(۵) على الترتيب 
(ھٴ) مستقم تقاطع المستويين (ك) ورك ) . 
ما هي وضعية الستقم (۵ٴ) بالنسبة إلى الستوي (ط ) . 
0 (ط ) و(ك) مستوبان متقاطعان و (فہ) مستقم تقاطعها . 
(۵) مستقم بحيث (5) و(فہ) ليسا في مستو واحد . 
و ج نقطة من (۵) . 
1) ارسم الستویین ( ط' ) و( ك ) اللذین پشملان ج ویوازیان رط ) و (ك ) 
على الترتيب 
2 أثبت أن (طٴ) و(ك“') متقاطعان . 
3) إذا كان (فہٴ) مستقيم تقاطع المستويين (ط') و رل" ) 
ما هي وضعية الستقیم (فہٴ ) بالنسبة إلى كل من ( ط ) › (ك) و(قه)؟ 
1. (فة) مستقم يوازي مستويا (ط ) . 
اء ب نقطتان ختلفتان من (فه) . ۰۴٥‏ 2 نقطتان من (رط ) . 
1 أثبت أن الستویین (ابم) وراب م) یقطعان رط ) . 
2 ذا كان (۵) مستقم تقاطع الستویین (! ب م) و رط ) وإذاكان (ھٴ) 
مستقم تقاطع الستویین (1م ج ) ورط ) 
أثبت أن المستقيمين (ھ) و(5' ) متوازیان ۔ 
۲ أية حالة يتطابق فا المستقمان رم رڑھٴا)؟ 
ہے :295 بت 


2 ابحو رباعي وجوه . 

1 » ب" ؛ ح' + و" منتصفات القطع [ اب ] » [ب <] » [ <4 ] » [1۶] 
على الترتيب . 
أثبت أن الرباعي ۷ بح" و" متوازي أضلاع . 

3. اب حو رباعي وجوه . ( ط ) مستو يوازي كلا من المستقيمين (آب) 
و(<5) ويقطع المستقمات (1<) » (اء) »> رب :) » رب <) ي النقط 
ممعم »۰ج على الترتيب . 
ین أن الرباعي م ه م ه' متوازي أضلاع . 

4. (فہ) و( و ) مستقمان ليسا في مستو واحد . 
جو ما يوازي (۵ه ) . 

نشیء مستقما (ھٴ) يوازي (۵) ويقطع كلا من (فہ) ور(فہٴ) 

5. (ط) مستو؛ (۵) مستقم وا نقطة . 
وو مستقما يشمل ! ویقعام (۵) ويوازي (ط). 

6. (ط ) و(ط ) مستويان و ؟ نقطة . 
آنشیء مستقما یشمل ! ويرازي (ط ) و(ط'). 

7 »ب » < »و أربع نقط من مستو (ط ) . 
نفرض أن الستتیمین را) ورحو) یتقاطعان في النقطة ك 
وأن المستقيمين 51١‏ ) ود ١-ء)‏ بشاطعان في النقطة ل . 

م نقطة لا تنتمي إلى (ط) 

لیکن ( ط' ) مستويا يقطع كلا من الستقمات (م!) » ( م ب) » (مح)؛ 
رم و) في النقط » » ق » 5 ء ۸ على الترتیب . 

1) عين مستقیم تقاطع المستويين (م اب ) و(م حو) . 

م عين نقطة تقاطع الستقم (مك) والستوي (طٴ). 

2 كيف يؤخذ الستوي رط ) حى يكون : 

(۵۰) //(۸8) أو ره //(88) ؟ 
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3 لتکن م نقطة من الفضاء . 
آنشیء الستوي (طٴ) الذي یشمل النقطة م بحيث يكون الرباعي » 8 8 ۸ 
متوازي. .سلاع . 

8 (ط ) ورط ) مستویان غير متوازین . 
اب حو متوازي أضلاع ني ( ط ) ۰۱۰ با < » و" أربع نقط من الستوي. 
(طٴ) بحيث تکون الستقمات (۲۱) » ربب )» (حح): (ووٴ) 
متوازية . ۱ 
ما نوع. الرباعي 4 وب بو ۶ ۶ 

9 اب حو متوازي أضلاع في مستو (ط ) . 
عو فا تن إل رطخ ھی بكرف الرباعي جا مواری 
اضلاع . 
أثبت أن رب م) |/(؛ و) وأن رب ه) |/(م؛). 

0. (ط) و (ط" ) مستویان متوازیان تماما 
اب < مثلث في رط ) . م٠3‏ نقطتان متايزتان من (ط ) . 
1) عین مستقم تقاطع الستویین (ابج) ورط ) . 
2 عين مستقم تقاطع الستویین (احم) و(ط') 
3) عين مستقم تقاطم الستویین (!ب‌م) وراحم). 

1 س) و[ب ع ) نصفا مستقیمین غير محتويين في نفس الستوي . 
م م نقطتان حيث : ]اس ) ؛ 2 د]ماع)رامديام 
1) آنشیء الستوي (ط ) الذي بعتوي على [ مع ) ويوازي [1اس) 
2 أثبت أن الستقیم الذي یشمل النقطة م ويوازي الستقم (اب) یقطم, 
الستوي (ط ) في نقطة م . 
عين محموعة النقط م عندما تتغير النقطة م في ]اس ). 
3) إذا كانت » » 8 » 8 منتصفات القطع [!ب ] ٠‏ [ م م] و1م2] على 
الترتیب » اک أن الستوي (» 8 5 ) يوازي المستوي (ط ). 
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التعامد في الفضاء 
2 اب ءاب >۶ مکعب 
أثبت أن المستقيمين (اب) و(ووٴ) متعامدان 
وأن المستقيمين (ب‌ی و(اٴحٴ) متعامدان . 
3 (ھ) وه ) مستقمان متقاطعان في مستو (ط ) . 
(ك) و(ك ) مستویان عمودیان على (ھ) و(85') على الترتیب . 
أثبت أن الستویین ( ك ) و رل" ) متقاطعان وأن مستقم تقاطعھا عمودي على 
(ط). 
4. (ط) و (ط') مستويان متقاطعان ومستقم تقاطعها (۵) . 
ا نقطة لا تنتمي إلى الستویین رط ) و(ط'). 
الستقیم الذي يشمل ! والعمودي على ( ط ) يقطعه في النقطة 2 . 
الستقم الذي يشمل ! والعمودي على ( ط' ) يقطعه في النقطة ه' 
1) أثبت أن (ه) عمودي على المستوي (21ه' ). 
2 إذا كانت م نقطة تقاطع «ه) مع المستوي (21ه') 
أثبت أن (م١)‏ عمودي على (۵) . 
5 (فہ) و (ھ) مستقمان متعامدان وغير محتويين في نفس المستوي . 
! نقطة من (فہ) + 2 نقطة من ( ۸ ) بحیث يكون (۱ھ) عمودیا على (۵) . 
أثبت أنه مها كانت النقطة م من (فہ) فان (و2) عمودي على (4) . 
6. (فہ) و (۵) مستقمان متعامدان ومتقاطعان في النقطة ). 
(فه ) المستقيم الذي يشمل ! والعمودي على الستوي المعيّن بالمستقیمین (فہ) 
و(۵) . 
)لے أن (ه) عمودي عل الستوي وط العین بالستقیمین (فه) 
و رف ) . 
2 أثبت أن رط ) هو الستوي الوحید الذي يحتوي على ( ف ) ویعامد (۵) . 
7. (فہ) و(5) مستقمان متعامدان وغير محتوبین في نفس المستوي . 
! نقطة من (فہ) و ھ نقطة من (ه) بحيث : را۵ دری۔ 
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رط ) الستوي العین بالنقطة 2 والستقم (فہ) . 
1 آثبت أن رط ) عمودي على (4). 
2 أثبت أن ( ط ) هو الستوي الوحید الذي بحتوي على (فہ) ویعامد (۵) . 
38 1 (۵) مستقم و م نقطة من (۵) . 
رط ) و (طٴ) مستویان متقاطعان وتقاطعها «۵) . 
(فہ) الستقم من ( ط ) الذي یشمل م ویعامد (5 ) ؛ (فہٴ) الستقم من 
رط ) الذي یشمل م ویعامد (۵) . 
أثبت أنه بوجد مستو وحيد یشمل النقطة م ویعامد (۵) 
2 (۸) مستقم وم نقطة لا تنتمي إلى (۵) » (5' ) المستقم الذي یشمل م 
ويوازي (4) . 
باستعال نتیجة السؤال السابق » آثبت أنه بوجد مستو وحید یشمل النقطة م 
ویعامد الستقیم (۵) . 
9 (ط) مستو و م نقطة من الفضاء . 
(فہ) و (فه ) مستقمان متقاطعان من رط ) . 
حسب القرین السابق نعلم أنه يوجد مستو وحيد ( ك ) يشمل و ویعامد (فہ) 
ویوجد مستو وحید لك ) پشمل و ویعامد (فہٴ) . 
أثبت أن الستویین (ك) و(كٴ) متقاطعان وأن مستقم تقاطعها ( ۵ ) یعامد 
المستوي (ط ) . 
استنتج أنه يوجد مستقم وحيد يشمل ج ويعامد الستوي (ط ) 
0. نعتبر » في مستو ( ط ) » دائرة (ی) قطرها اب 
)4( الستقم العمودي على ( ط ) في النقطة ؟. 
ح نقطة من (4) و م نقطة من (ئ). 
1 أثبت أن الستقم رب م ) عمودي .على الستوي (<اج) . 
2( استنتج أن الثلث حور ب قام . 
1. اب > » اب ء مثلثان منساویا الساقین وغیر محتويين ي نفس المستوي حیث 


جاح دب وى اک مس 
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ي منتصف القطعة [ اب ] 
1) آثبت أن المستقم (اب) عمودي على الستوي (<ي د) . 
2 أثبت أن المستقيمين (اب ) و(حو) متعامدان . 
2 ب > مثلث في مستو (ط). 
(A)‏ الستقم العمودي على ( ط ) في النقطة .م نقطة من (4) . 
م نقطة من [ ص <] ؛ ب نقطة من [ م <] وب" نقطة من [اح] 
حيث : ( م م )1( ص <) ورب ص )1 (م<) و(ہب")1ا(اح) 
1) أثبت أن (1م') عمودي على (ب <) . 
2 أثبت أن ( م ب“) عمودي على الستوي (م1<) 
3 أثبت أن ( م <) عمودي على المستوي ما م'م") 
4) إذا كانت 2 نقطة تقاطع المستقيمين ( م م) و(مام') 
وكانت 2' نقطة تقاطع المستقيمين (امٴ) ورب ب؟) 
أثبت أن (22 ) عمودي على الستوي (م ب <) 
3. اب حو مستطيل في مستو (ط) . 
(5 ) و رها ) المستقمان العموديان على ( ط ) في النقطتين < » و على الترتيب . 
م نقطة من (4) و و نقطة من رها ) حيث (بو)1(اوٴ) 
1) أثبت أن (اب) عمودي على الستوي (اءج") 
2 أثبت أن (1ه') عمودي على الستوي (1ئم) 
3 أثبت أن رب و ) عمودي على المستوي (اب وٴ) 
4) ذا كان 2 منتصف القطعة  [‏ م ] » أثبت أن النقطة ھ تنتمى إلى المستوي 
اخرري للقطعة (اب]. ۱ 
4 اب < مثلث في مستو (ط). 
۶ نقطة تلائی آعمدته و ( 4 ) المستف. عدي على (ط ) لي النقطة ۵ . ے نقطة 
من (۵) . 
أثبت أن : 


(۶) ۱( ب <) و رب و) ‏ ( اح ر(حئ)ل۔(اہ). 
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5. اب‌حو رباعي وجوه ميث یکون (۱:) دب <) 
ورب و) لد (اج). 

الستقم الذي يشمل النقطة و ویعامد الستوي (! ب <) يقطع هذا المستوء 
النقطة 2 . 

أثبت أن ه هي نقطة تلاي أعمدة الثلث اب < . 

6 1) اب حو مربع . عيّن محموعة النقط م من الفضاء بحیث تکون الأطوال 
و وی وی و متساوية . 

2 نفس السؤال إذا کان اب <و مستطیلا . 

3) نفس السؤال إذا كان اب حء معينا . 

7. (ط) و (ط ) مستويان متعامدان . 

(ھ) مستقم عمودي على (ط ) و(5 ) مستقم عمودي على (ط') 
1) أثبت أن المستقيمين (۸) و(5') متعامدان . 

2 أثبت أن : (ه) // رط ') وه //رط) 


8 لتكن › ي مستو (ط )»2 دائرة (ی) قطرها اب . 
(ھ) الستت, العمودي على (ط) في النقطة !. < نقعلة من (۵). 
1) أثبت أن الستوین (<!م) و (<ب م) متعامدان . 
2 4 نقطة من القطعة ۲ 72ے 
المستوي ( ك) الذي يشمل 1“ ويعامد (ح!) یقطع (حج) في النقطة 
أثبت أن الثلث !ا جٴب' قائم . 


9. (ء) دائرة في سے ل 
(4) المستقيم العمودي على (ط) ل اشام 
< نقطة من (ھ) + | نقطة من ( 5 ) و (فہ) الماس للدائرة (ی) في النقطة ! . 


ات أن المستوي المعين بالنشطة > والستقم (فهء) عمودي على المستوي 


0. ب حو رباعی وجوه حيث : اب <جوواوع<ب حواجع<ب و. 
و متف القطعة [ اب ] وه منتصف القطعة ڑرحو]. 
1) أثبت أن المستويين (هحی وه" !ب ) متعامدان 
2) أثبت أن الستوي (2 حك ) عمودي على الستویین (! م <) و(ابو) 
وأن الستوي ( ب ) عمودي على المستويين (احو) ورب <و) . 
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الباب الأول : 

1. مبادیء في النطق بے دس ااا لان اال الم او اي L4‏ 
2. ا حمل الفتوحة والات Dresses ORAS‏ 
3. المنطق وا حموعات 110[ [ [ [ [ [ [ 7( 
4. أماط البرهان ا 1[ [ز[ز [ ز ز ‏ 0 SA‏ 
تمارین صا ا 11[ ہیں 300 
الباب الثاقي : 

5. القواسم والضاعفات وو ڈوھوی وو AOE‏ 
6. العمليات في احموعة ح See‏ مد ےس تک 
7. المتباينات في ا حموعة ح OA see.‏ 
8 حصر عدد حقيق SS DAR CE ES E SA aE‏ 69 
تار 1500 O O‏ 0 
الباب الثالث : 

9. مراجعة المفاهيم الأساسية في افندسة المستوية E‏ ا م م 90 
0. مجموعات النقط من المستوي OSs‏ 
1. الانشاءات المندسية eee a e EE‏ اھت 
از ری ری سس شر رر شس ور وڈ رش ےت 
اللاب الرابع 

2. العلاقات ساس سس سر وت ینا سا سی کا ا سا134 
3. الدوال والتطبیقات ب ا ا ا ا LADD‏ 
4. العملیات الداخلیة نا ین م تا 
فار نہ سی رسس سای وج سن دس اھ 
الباب الخامس 

5. أشعة المستوي و Lee‏ 
6 ال حور والعلم ا خطي SSSR‏ قرو ۱ 
7. العا م للمستوي می سے سس سس ھھ الي 2092 
8. مركز السافات المتناسبة ف ا ف 2121 
9. الستقم في افندسة التحليلية SR SAS‏ 11 


او RRS ESSE SSE‏ می تہ 


الزہ الثاني 


الاب السادس 3 


20 کثرات الحدود ESSE‏ ا رم 7 4 
1. العادلات والتراجحات من الدرجة الأول ھتوی سی اہ 1۳7 
2. العادلات والمتراجحات من الدرجة الثانية وا ماس یم یو رس IIT‏ 
3 جمل معادلات وجمل متراجحات عاقيا لط واوا ها تم موسو ۵1 
تاريل 7٘۸ 
لباب السایع : 

4. الأقواس الموجهة ساس مھ LOTR‏ 
5. الزوايا الوجهد م مات سسجت ہی کی ھی و 
6. ساب الثلذت aS‏ ہس یھو موم ضا ارت 129-8 
7. العادلات الا الأساسية A‏ وش سال لا 
ازن 0000 SS SA‏ ھا 


الباب الثامن : 


8. عموميات على الدوال العددیة لتغیر حقیتی Tae‏ 
9. الدالة التالفية یجس شر مس انی رت س انم کی 193۶ 
0 الدالة س ے امن اباش عض راو نت اس رس اب ت199 
1. الدالة س هت (1+0#) سے 204 
تمارین 10 4 وھ اه ملت ساسم متا سما وم موی 211۳ 


الباب التاسع : 


2. التحويلات النقطية في المستوي تمہ نھب ھ23002100 

التناظر بالنسبة إلى مستقم ل ا اس ها ال رج DIS‏ 
3. الانسحاب وانتحاکی و تا ا دهع ل 240 
یم 200000 OE‏ سمسشرجھس ات 6ا23 


الباب العاشر : 


4 سستویات والستقمات في الفضاء ا ی و همیخ و رت 201 
5. التوازي في الفضاء مط سخ ادي مک که سس 268 
6 التعامد قي القفضء .28 


